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Prefacio

Este livro teve inicio como uma lista de exercicios usada na disciplina
Calculo Integral do curso Bacharelado de Ciéncia e Tecnologia. Eventual-
mente, foi incluido também o contetido das notas de aula do mesmo curso.

Os capitulos 1 e 2 foram elaborados pelo Prof. Arlane Vieira, e os demais
pelo Prof. Pedro Lima, embora toda obra possua participacao de ambos os
autores.

O conteido tedrico do livro apresenta-se sob forma resumida; o obje-
tivo principal é fornecer as principais técnicas e resultados para solucao dos
exercicios propostos.

Os autores agradecem a Editora da Universidade Federal do Maranhao
pela revisao do trabalho.






Capitulo 1

Primitivas

1.1 Relacao entre funcoes com derivadas iguais

Teorema 1.1: Teorema do Valor Médio (TVM)

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Se f é derivdvel em (a,b),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f(c)(b— a) (1.L.1)

Exercicio 1.1. Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua. Suponha ainda
que [ € derivavel em (a,b) e que f'(x) =0 para todo x € (a,b). Mostre que
existe uma constante ¢ € R tal que f(x) = ¢ para todo = € [a,b].

Exercicio 1.2. Sejam f e g duas fungdes reais continuas em [a,b] e de-
rivdveis em (a,b). Se f'(x) = ¢'(x) para todo x € (a,b), mostre que existe
uma constante ¢ € R tal que

f(z) =g(x) +c, (1.1.2)
para todo = € |a,b].

Exercicio 1.3. Seja f : R — R uma func¢ao derivdvel tal que f'(x) = f(x)
para todo x real. Mostre que existe uma constante k tal que f(x) = ke® para
todo z € R.

Exercicio 1.4. Determine a funcio cujo grdfico passe pelo ponto (0,1) € R?

e tal que a reta tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto
de abscissa x + 1.
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Exercicio 1.5. Encontre uma funcao y = f(x), definida em um intervalo
aberto I 3 1/2, tal que f(1/2) = —1 e, para todo x € I,

3

d
—y—3y.

de
Exercicio 1.6. Determine uma funcao y = f(x), definida em um intervalo
aberto, satisfazendo as condicoes dadas:

dy =z dy .
, @ZE’ y(0) =1 2. I, = ysinz, y(0) =1

Exercicio 1.7. Suponha que f : R — R € duas vezes derivavel e que f"(x)—
f(z) =0 para todo x € R.

1. Prove que g(z) := e”[f'(z) — f(x)], para x € R, € constante.

2. Prove que existe uma constante A real tal que,

1) A} »

ot
para todo x.
3. Conclua de (b) que existe uma constante B tal que
f(z) = Ae™ + Be”
para todo x real.

Exercicio 1.8. Sejam f,g: R — R duas fun¢oes derivdveis onde f(0) =0
e g(0) = 1. Suponha que

flle)=g(x) e d(x)=—f(z)
para todo x real.
1. Prove que, para todo x,
[f(z) —sinx]* + [g(x) — cosz]* = 0.
2. Conclua que f(x) =sinzx e g(x) = cosx, para todo x real.

Exercicio 1.9. Sejam [ e g funcoes derivaveis em R e tais que

fl@)=29(x) e J(z)=-f(2)
para todo x real. Suponha, ainda, que f(0) = 0 e g(0) = 1. Prove que o
2
ponto (f(z),g(x)) pertence a elipse % +y* =1, para todo x real.

12
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Respostas-Secao 1.1:
Questao 1.4: y=22 4+ +1
Questéo 1.6: a) Y= Y22 + 1’ b) y = e cosz

Primitivas imediatas

Definicao 2.0: Primitivas

Sejam f uma funcdo real e I C Dom(f) um intervalo®. Dizemos que
uma funcao F, derivavel no intervalo I, é uma primitiva de f em [ se

para todo x € I.

“Dom(f) é o dominio da fungao f.

1. Suponha que f : Dom(f) — R admite uma primitiva F' no intervalo
I € Dom(f). Mostre que o conjunto de todas as primitivas de f em [
é a colecao

G(z) = F(z) + C, onde C ¢é constante. (1.2.1)

Notacao 1.10. Representaremos a familia das primitivas de f em
(1.2.1) por:

/ F@)de = F(z) + C.
Dizemos que /f(x)dx ¢ a integral indefinida de f (no intervalo I).

. Calcule:

(a) / da () / z%dz, o € R

(b) / da (e) / Vadde
(0) / idx, 2> 0 (f) %dx

. (Propriedades basicas) Seja v um niimero real e suponha que f e g
sao fungoes reais com primitivas em um intervalo /. Mostre que:

13
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@ [ (1@ +90)de= [ s@per [ g
o) [ af@ds=a [ fa)da

4. Calcule:
1 .
(a) / (x?’ + =+ 1) dw (d) /(29&3 — 3sinx + 5v/x)dx
x
b L d (e)/ i—ki—l—x% dx
(b) T = - x PN
(c) /eaxdx, aeR (f) /(2633 — 3tan®r)dx
. dy 4
5. Determine y = y(z), = € R, tal que L=
ay_
6. Determine a unica solucao, definida em R, de ¢ dr
y(0) = 2.

d2
7. Determine y = y(z), © € R, tal que d_% =z+1,y(0)=1ey'(0)=0.
x

Respostas-Secao 1.2:
5
Questao 5: y(z) = T ic

2
Questao 6: y(z) = - 2
3 2
Questao 7: y(z) = % + % +1

1.3 Integracao por substituicao

Teorema 3.1: Férmula da Substituicao

Sejam f : Dom(f) — R e g : Dom(g) — R duas fungoes tais que g
é derivavel e Im(g) € Dom(f). Se f admite uma primitiva em um
intervalo I C Im(g), entao

[ Ho@)g @ = [ fudu (1:31)

14
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Demonstracao. Seja F' uma primitiva de f em [ e considere a funcao H
definida por H(z) := F(g(z)), para todo z € I. Como

H'(z) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x)
em [, segue-se que H é uma primitiva de = — f(g(z))¢'(x) em I. Portanto,
[ fudu= Fw)+ € = Flgla)) + € = Hw)+ € = [ flg(a)g/ @
[

Abaixo apresentamos algumas substituicoes para integrais trigonométricas.

Sejam m,n > 0 inteiros. Escrevemos

/sianH(m) cos"(x)dx = /[1 — cos?(z)]™ cos™ (z) sin(x)dx
e usamos a substituicao u = cosx.
Exercicio 1.11. Calcule a integral / sin® x cos® zdx.

Sejam m,n > 0 inteiros. Usamos as identidades

11— 2 1 2
sin?(z) = % e cos’(r) = w

para escrever

1-— 20\ (1 20 \"
/sian(I)cos%(x)dx:/( (3208 :L‘) < +c205 x) o

Exercicio 1.12. Calcule a integral / sin? x cos® zdx.

Sejam m > 0 e n > 2 inteiros. Escrevemos
/tanm(x) sec”(z)dx = /tanm(:r)[l + tan?(x)]" ! sec?(x)dx
e usamos a substituicao v = tan x.

Exercicio 1.13. Calcule a integral /tan(x) sect(z)dz.

15



ARLANE VIEIRA E PEDRO Lima
BacHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

Sejam m > 0 e n > 1 inteiros. Escrevemos

/tan2m+1(x) sec"(r)dx = /[sec2(x) —1]™sec” *(z) sec(z) tan(x)dx
e usamos a substituicao u = sec x.
Exercicio 1.14. Calcule a integral /tang(x) sec’(x)dx.

Exercicio 1.15 (férmula de recorréncia). Prove que, para cada n > 2,

1 -2
/sec”(x)d:c = : tan(z) sec” % (x) + - . /sec”_Q(:L’)d:U.

n — n —

Sejam m,n > 0 inteiros. Escrevemos
/taan(I) sec”" ™ (z)dzx = /[secz(x) —1]™sec? ™ (z)dx
e usamos a formula de recorréncia.

Exercicio 1.16. Calcule a integral /tan4(a:) sec’(z)dz.

1. Determine as seguintes integrais indefinidas:
(a) / tan zdx (i) / sin z cos® zdx

sin(Iln )
(b) / 7 de §) / sin® z cos® zdx
e2ve

A ® [ 57 gmde
(d) / (22 — 3)*'dx

L (1) / sec zdx
(¢) /1—|—a:2dx
(f) / 2*V1 + 23da
@ [T ) [
(h) / 22"y (o) / V1= coszdx

1+ ab

(m) / cos xVsin zdx

16
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1.4 Integracao funcgoes racionais: caso 1

Seja P(z) um polinémio real nao nulo. O objetivo desta se¢ao é discutir a
solucao de integrais da forma

I::/&dx
ax? +bx + ¢

onde a,b,c € R com a # 0. Seja A := b* —4ac, o discriminate de ax?+bx +c.
Observe que

b
ar’ +br+c = a(x2+—x+f)
a a

= a x2+éx+i _i+f
N a 4a? 4a?2  a

L LA
o 4a?

1.4.1 Numerador constante

= a

Suponha que P(z) = 1. Neste caso,

I_l dx _1 du
T ( b 2 A g ) 2 A0
l’+2a) 4a?

4a?

onde u = x—i—%. Dependendo do discriminante, temos trés casos a considerar:

Caso 1: Se A =0 entao ] 5
I=—+C

+
au 2axr +b

+C,

onde C' é constante.

VA :
Caso 2: Se A > 0 podemos escrever « := 5, 7 © com isso temos
a

1 du 1
I:— == 1
a/uQ—oz2 2aan

onde C' é constante.

2ax +b— VA
2az + b+ VA

1111
VA

U — o

+C =

U+ «

>

2a

1= l/d—u = iaurctaun (g)—l—(}':

w2+ a2 aa

e com 18so temos

arctan (QCW + b) +C
V= )7¢

Caso 3: Se A < 0 podemos escrever « :=

2
v—=A
onde C' é constante.

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

17
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@ (et O[5 CNE= =
(b) /szij% () /% (1) /M_d—;H
<>/ﬁ “”/% <m>/3xz_d—;«+z
(d) /4:{22 (i) /3:752 —d;x—l—él

1.4.2 Numerador de primeiro grau

Suporemos P(z) = Az + B, onde A, B € R com A # 0. Para calcular a
integral I, observamos que

A(2ax +b) + (B — 42) A 2ax + b Ab dz
1= a “ dr = — | ——da+( B— — _—
ar? 4+ bx +c 2a | ax?+bx+c 2a ar? 4+ bx +c

A primeira integral pode ser calculada usando a substituicao u = ax?+bx +c
enquanto a segunda pode ser calculada usando o método da segao anterior.

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

T+ 3 3r —2 Tr+1
—d —d —d
(a)/x?—2x—53j (C)/5x2—3m—|—2x (e)/GxQ—i—x—lx
6x — 7 3r—1 20— 1
b ————dz(d —d f —d
(>/3$2—7x+11 I()/xQ—x—l—lx ()/59L’2—9c+2m

1.4.3 Numerador de grau maior que um

Se P(z) é um polinémio de grau > 1, entdo existe um tnico polinomio Q(x)
e constantes A, B € R tais que

P(z) = (az® 4+ bz + ¢)Q(x) + (Ax + B)

Ar+ B
I—/Q dx+/am2+bx+cdx

Portanto,

1. Calcule as seguintes integrais indefinidas:

18
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-3 202 — 31 — 3 x> —6
—— " dz (b) [ =—""4 —
(a)/x2+2x+1x <)/x2—2x—|—5 * (C>/x2+6x+8x
1.5 Integracao funcoes racionais: caso 2

Sejam P(z) um polinomio real nao-nulo e Q(z) um polinémio cibico. O
objetivo desta secao ¢ discutir a solucao de integrais da forma

i

Pode-se verificar que Q(x) possui, ao menos, uma raiz real. Dessa forma, a
natureza das raizes desse polindmio determinard a técnica a ser usada para
calcular a integral I.

1.5.1 Q(z) admite uma tnica raiz real

Neste caso, em particular, podemos escrever
2
Q(z) = (x — xo)(az” + bz + ¢),
onde g, a, b, ¢ sdo nimeros reais, com a # 0 e A 1= b?> — 4ac < 0.

Teorema 5.1: Decomposicao em fragoes parciais

Dados os ntimeros reais m, n, p, existem A, B e D constantes tais que

ma? +nx +p A N Bx + D
(x —x0)(ax? +bxr+c) x—m39 ar?+br+c

(1.5.1)

Exercicio 1.17. Calcule as sequintes integrais:

82 1 3% + 5z + 4
1./de 4./ L S

3 —8 w3 +a?+ar—3
2 2
2/ do® + 172 4+ 13 . 5./ . I+2 da
(x + 1)(22 + 6z + 10) x® + 22% + S
4z +1 20° +4
3. ——d 0. /—dx
/x2+6x+12 ’ (x—1)3

Exercicio 1.18. Calcule:

19



ARLANE VIEIRA E PEDRO Lima
BacHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

3+ 422 +6x + 1 =1
1. d 3. —— d
/ »+a24+ax—3 * /6$3+x2—1 *
xt 4+ 222 —8r+4 [
2. d dx
/ 8 ‘ 4,/&ﬁ+5ﬂ+5x+2

1.5.2 (Q(x) admite apenas duas raizes reais distintas

Neste caso, uma das raizes deve ter multiplicidade 2, e em particular, pode-

1110S escrever

Qz) = c(z —a)*(x = b),

onde a, b, ¢ sao numeros reais, com ¢ # 0.

Teorema 5.2: Decomposicao em fragoes parciais

Dados os nimeros reais m, n, p, existem A, B e C constantes tais que

2
+na+ A B C
oy A nrrr + + (1.5.2)

(r—a)*(z—b) x—a 2x—-0b (x—b)?

1. Calcule as seguintes integrais:

20 — 1 322 + 2z
——d
(2) /2953—2:152 ‘ (d) /:c3+x2—:c—1dx
x? 2r +1
b d d
()/(:B—l)(x2+2z+1) v (¢) /x3—x2—x—|—1 ’
2 +x—1 o+ 1
d f d
(c) /4+8x+5x2—|—x3 . (®) /12x3—4x2—5x—1—2 *
2. Calcule:
xt —6x+1 3+ 222+ 4
d b —
(2) /3x3+6x2+3x . (b) /2x3+6x2—8 *

1.5.3 Q(z) admite trés raizes reais distintas
Neste caso, podemos escrever
Q(r) = d(x — a)(z = b)(x — ¢),

onde a, b, ¢, d sao ntimeros reais, com d # 0.

20
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Teorema 5.3: Decomposicao em fragoes parciais

Dados os ntimeros reais m, n, p, existem A, B e C' constantes tais que

2 A B C
MmN D + + (1.5.3)

(r—a)(z—b)(r—¢c) z—a z—b xz—0cC

1. Calcule as seguintes integrais:

(&) / 2§3_—1xdx (c) / a;3—29;j—1 P
2
(b) / x(x jr2)+(:; + ?))daC (d) / 623 + x24— br — 2d:1:
2. Calcule:
(a) /xx;jj—fj;tda: (c) /;;Sjjxdx
(b) / %dx (d) / ﬁ)i:——;i%daz

1.6 Integracao por partes

Teorema 6.1

Sejam f e g duas funcoes reais derivaveis em um intervalo I C R. Se
f-¢ e f'-gadmitem primitivas em I entao

/ f(@)g (2)de = f(2)g(z) - / F(@)g(z)da

1. Calcule as seguintes integrais:
(f) [sec® zdx
(g) [tlntdt

(a) [asinadx )

( )

(h) [arccoszdx
)
)

b f In zdx

)
)
(¢) [arctanzdz
(d) (i) [(z* —5)cos2zdx
)

(j) JVa? —z?dx

d f e® cos xdx

(e) [sin®zdzx

21
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2. Seja n > 2 um numero natural. Mostre que

1 n—2

(a) /Sec"(x)dm = sec"?(x) tan(w) + 3 /860”2(x)dx
(b) /tan”(a:)dx _ . tan" ! (x) — /tan"_Q(x)dx

n —

1
(c) /cotan"(x)d:c =— 1cotan"’1(x) - /cotan”Q(x)da:

n JR—
3. Verifique que, para todo inteiro positivo n, tem-se:

@ / sin"(x)dz = — sin™ ! (z) cos(a) +

n n

/ sin”?(z)dx.
(b) / cos™(z)dz = ~ cos™ () sin(z) + / cos"2(z)dx.

n n

4. Calcule as seguintes integrais:

(a) [sin®zdx  (b) [cos'zdx  (¢) [secdzdz  (d) [tan®azdx

5. Calcule as seguintes integrais:

(a) [sinTzcos2zdzr  (¢) [sin3wsinbedz  (e) [sinasin2zsin3zde

(b) [cos2zcoszdr  (d) [cos2xsinazdx (f) [ coszsin2z cos 3zdx

6. Calcule as seguintes integrais:

(a) [ cos?3xdx (¢) [sin®3zcos®2zdx (e) [ sin?2zcos? 3zdx
(b) [cos?zsin*xzdz  (d) [cos2zcostzdr  (f) [ cos2zsin®2xdx

7. Calcule as seguintes integrais:
(a) /Secsxtan?’ zdx  (c) /tan3 3zsec3xdr (e) /sec2 xtan® zdx

5 3
(b) /secxtam2 zde  (d) /tan xda: (f) /Sec xda:

sect x tan z
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1.7 Integracao funcgoes racionais: caso 3

Seja Q(x) = (x* + pxr + ¢)", onde n > 2 é inteiro e p* — 4q < 0. O objetivo
desta secao é discutir a solucao de integrais da forma

-

onde P(z) um polinémio real nao nulo. Uma técnica importante neste caso
¢ a decomposicao do integrando em fracoes parciais.

P(x)
Q)"
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Teorema 7.1: Decomposicao em fragoes parciais

Dado um inteiro n > 1, seja P(z) um polinémio de grau menor do que

2n. Entao, para cada j = 1,2,...,n, existem A; e B; reais, tais que
P(ZL‘) - AlfL' + B1 AQZL‘ + B2 i + Anl' + Bn
(@2 +pr+q)"  a?+pr+q (22 +pr+q) (22 + pr +q)"
(1.7.1)

O caso geral, em que grau[P(x)] > 2n, pode ser reduzido ao do Teorema
acima através de divisao polinomial, observando-se que

P(z) = (2% + pz + q)"Q(z) + R(x),

onde Q(z) e R(x) s@o polinomios, com grau[R(z)] < 2n. E portanto,

P(x R(z
: (z) Q@)+ — (z) ~
(22 + pr +q) (22 + px + q)
5 2
— 1
Exercicio Resolvido 1.19. Calcule a integral / v dx.
(22 — 2z + 2)?

Solugao. Primeiro observamos que, apés a divisao polinomial,
2’ — 22+ 1= (z+4)(2° — 22 + 2)* + (82° — 252% + 28z — 15),
e portanto,

g | 823 — 2522 + 28x — 15

=(rx+4
T T ) A G Ay e wrig )

Em relagao a ultima fragao, na identidade acima, decompomos em fragoes
parciais:

8$3—25x2+2833—157 8r —9 20 — 1
(22 — 2z + 2)? 22— 21 +2 (22 — 2z + 2)?

Logo,

=22 +1 x? 8 —9 20— 1
dr = — +4x ——dx -3 dx
/(x2—2:1;+2)2 reg T I+/.’I;2—2:L’—|—2 /(w2—2:1;+2)2 '
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Falta calcular as integrais do lado direito (a cima). Primeiro,

dx dz
— _ - 1
/ 2 — 91 192 / (ZL _ 1)2 1 arctan(r ) + C

Depois, fazendo x — 1 = tan @ e dx = sec?(#)d6,

/ dz - / g
(22 —2x +2)2 sec? 6

= / cos? 6do

0 sin26
_ 0 C
>t T
1 Lol
= Sartan(z—1)+5 4O

Com isso,

8z —9 42z —2) —1
/ x?fzmdﬂ”‘/ M = 4ln(s® - 20 +2) —arcten(c ~1) + C

E analogamente,

20 —1 20 —2)+1 1 1 1 —1
/ ! d —/ Qe=2)+1 _ +— arctan(z—1)+= S +C,

@ —22+22 " ) @2—20+2?  a2-20+2 2 222 — 2112
isto é,
20— 1 1 r—3 1
| =5 g e - DO
Portanto,
-2 +1 x? 9 5 3 r—3
/ (x2 — 2;{; I 2)2dl = ?+4[L+4 1H(SL’ —2I+2>—§ arCtaII(I—l)—i‘m+C

]

Descreveremos a seguir uma forma alternativa para calcular esse tipo de
integral por meio de férmula de redugdo (recorréncia). Para simplificar a

notagao, escreveremos
dx
L(z) = [ ————
(@) / @+ )"
Dessa forma,
(22 +1) — a? / dzx / 7
I(z)= | ———F——dor= | ———do — | —————d
(x) / (22 + 1) L (22 + 1)1 v (22 4+ 1)" .
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Por outro lado,

/ ﬁd -3/ {”“” | <2T1 e ‘2<n1— D [(x? T

e portanto,

I,(x)

1 T 2n — 3
S 2m—2 (224 1)! 2n — 2

) I (2) (1.7.2)

Corolario 1.20. Sejam n > 1 inteiro e a > 0 um numero real. Entao

I(a,z) == / & i“’a2>n - aQi_l I, (2) (1.7.3)

Demonstracao. Com a substituicao x = au obtemos dx = adu e

1 du 1 1 t
In(a’ax) - a2n—1 / (U,2 + 1)" - a?n—1 In(U) - a?n—1 In (a)

-2+
Exercicio Resolvido 1.21. Calcule a integral / ————dx
(322 + 1)*

Solucdo. Dividindo-se o polinomio 2® — z? + x por 322 + 1 obtemos
3 2 1 2 1
-t o= g(:l?—l)(SI +1)+§(q:+1),
e portanto,

22—+ 1 T n 1
(B3x2+1)* 3 (322+1)3 3 (322+ 1)V

de onde segue-se que

: /:1:3—;r2+171 1/ x—1 | +1/ x+1 .
=  “dr== [ ——— _dzx+- | ——dzx
(322 + 1)1 3] B2 r1p " "3 ) B2y

e portanto,

[ 1 / x . 1 / dx . 1 / x Lot 1 / dx
== | —dv—< | ——x+z | m—do+- | ——
3) (3z2+1)3 3) (Bz22+1)2 3 ) (3z2+41)4 3J (322 +1)*

Etapa 1: Temos:

I S
G2+ 18~ ) 27213 T 27\
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Por (1.7.3),
1
]3 (ﬁ,l’) — 9\/§]3([E\/§)
e por (1.7.2),
1 Y 3 Y 3
I = - — . —
3(y) 1 1)y + S 11 + 3 arctan(y),

onde y = zv/3. Logo,

V3 T 3v3 T 3
v : 2 arct 3
I B2+ T8 3yl 3 an(zV/'3)

Ly(av/3) =

1 27 T 81 T 27/3
L — )=t 2 2 ;
’ <\/§x> T Ber s seal s wenevd)

Com isso,

dx 1 T 3 T V3
L, P V2 et 3
/(3x2+1)3 TT1Ber? 8 321 8 an(zV/3)

Etapa 2: Analogamente,

/ dx B / dz B i] L .
(Ba2+ 1)t ) 8l(a2+1/3)* 81 '\ V3’
Para y = x\/g, temos

5
12 L(y)

L(zV3) = Li(y) = % Trer 6

4 = L (§] L xXr ) = xXr €110S
Como m = 9\/5(332 e Iy <\/§, > 27\/3]4( \/g), t
dx V3
/ (Baz+ 17 3 lev3)

V31 Y )

- 5 |5 w e o)
3 T 5V/3

BT (@ V3).
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Logo,

' dx 3 T 5 T 5 T 5v/3
: S T S R — arctan(zv3)+C
/ S T N oy A T e AN T TR

Etapa 3: Veja que

/' T ) 1 / 6x | 1 1 e
———dr == | ———dr = ——  ———— )
J (Bx2+1)3 6/ (322+1)3 12 (3x2+1)2

Etapa 4: Da mesma forma,

/ x | 1 / 6x | 1 1 LC
——dr == | ————dr=——  ————= +C
J (322 +1)* 6./ (322+1)3 18 (322 +1)3

Com os resultados das Etapas 1-3, concluimos que

. /;3 o ,72 T 3x/y 1 T [ 1/qc T /¢ 3
/ ! - ! +,,,l dr = - I/Z‘ /ISA —- /KZ4‘+ /u‘ —— /10 —i arctan(zv/3)+C
(3x2 4+ 1)4 3(3x24+1)3 3(322+1)2 3(32%2+1) 144

Exercicio 1.22. Calcule as sequintes integrais:

1 / dx J / dx ; 2 —1 d
) @) ) (322 +2) ' / (222 + 3z +2)2
dx dx 323
2. — b. . —_—
/(x2+1)5 /(x2+2x+3)2 5 /(ﬁ—x+1)3dx
dzx 3z —1 at—a2? 41
3. — 0. ————=d 9. d
/ (22 +3)3 / (22 —x + 3)3 ‘ / (322 — 22+ 1)4 .

1.8 Substituicoes trigonométricas

Uma substituicao trigonométrica é aquela em que a nova varidvel é uma
funcao trigonométrica elementar, por exemplo, u = sinx ou u = tanz.

Exercicio 1.23. Dado um nimero real a positivo, calcule as sequintes inte-
qrais:

28



ARLANE VIEIRA E PEDRO Lima
BacHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

dz

dz
1 [ var—aa | /— e
/ o 4 Va2 — a2 w3va? -9

dx T
2. va? + z2dx d. /— / ——dx
/ va? + x? Vaz+2

dx 2
3. / Va? — a’dx 6. / T 9. / P
Exercicio 1.24. Calcule as sequintes integrais:
1. f\/de 3. fmdx 5. fﬂdx
2. f\/de 4. f\/mdx 6. fmdx

P(z)

1.9 Integracao de funcoes da forma N

A principal técnica para calcular integrais da forma

I—/ dz,
vaxr?+bx +c

onde P(x) é um polindomio e a,b,c € R, com b* — 4ac < 0, é usar substi-
tuigoes trigonométricas no caso em que P(x) é um polindémio constante ou
de primeiro grau. O caso geral reduz-se ao primeiro realizando-se, inicial-
mente, uma divisao polinomial. Mais precisamente, se grau[P(z)] > 2, entao
existem dois polinémios Q(x) e R(z) tais que

P(x) = (ax® + br + 2)Q(x) + R(z),
onde grau[R(x)] < 1. Isto implica que

P(x)
vax? +bx +c¢

_ R(x)
=Q(z)Var? +br+c+ N —

Logo,

I—/Q \/ax2+bx+cdx+/ dx.
\/aa:2+bx—i—c

x+1

ViZtaotl

Exercicio Resolvido 1.25. Calcule a integral
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Solugao. Efetuando-se a divisao de 2% + 1 por 22 + x + 1 obtemos
' +l=@"+z+ D)@ —2)+ (z+1)

Portanto,

xt 41 r+1
—dﬂf: .172—1' \/l‘2+$+1dx+ —dx
/\/x2+x+1 ( ) Vaz+ao+1

Para concluir a solugao, é suficiente calcular separadamente cada uma das
integrais do lado direito da igualdade acima. Dessa forma, fazendo-se

1
x+§—\/7§tan9

temos dz = \/Tg sec?(0)df e as seguintes relagoes:

sinﬁzzx——i_1 e cosf = v3

2V +ax+1 Wzt +1

Assim,

/\/% = /sec(@)d@ = In|sec(f)+tan(f)|+C = In \1+2x+2M’+C

e
v+l L[ Qe+ 41,

E—— O ¥ 0} fr— — —_—AX
Va4 z+1 2) Vat+ao+1

1 20+ 1 d +1/ dz
p— —_— —I’ — N
2) Vat+ar+1 2) Vat+ax+1

1
= Vﬂ+x+l+§MH+MHQVﬂ+x+H+C

Por outro lado,

/x\/ >+ +1de = / (ﬁ tan() — —) é sec®(6)dd
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e

/:1:2v$2+.27+1d{1; = /(?tan(&)—i) ?SCCS(Q)dQ

- ?/seCB(Q)de—i/sec?’(@) tan(0)do +
+3\8/§ sec’(6) tan”(6)dd

1
= \ég /sec3(9)d9 ~1 sec’ () +
+3\8/§/SC(35(9)(19— 3\8@ sec’(6)do

~ ! sec’(0) — % ec®(0)df + & sec”(0)do
4 8 8
Logo,
3(
/(xgx)\/x2+x+1dx - 3\[/
_ sec (9) 3V3
= 5t 35 5€C (0) tan(8) +
+9(;{L§ [SCC(Q) tan(f) + In | sec(f) + tan(@)@ +C
3 3 3/ 3 3
= —1\6[(x2+x+1) 24 \g(Zx—l—l)(x +a4 1)+
+96\4[[3(27,+1)\/12+£+ l+In{l+2x+2vVa2+a+1 H +C

M

Um método alternativo para calcular I é o seguinte: dado um polindémio
P(x) de grau n > 1, se b* — 4ac < 0, entao existem um polinémio Q(z) de
grau n — 1 e um numero real \ tal que

()\/m+>\/

\/cwl:2 +bx +c

Neste caso, para determinar os coeficientes de Q(x) e o niimero \, usa-se
a identidade

P(x) Vo e ! A
= T
var?+bx +c [Q(x) “ v c} var?+bx +c
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2 +1

Vil =2z +2

Exercicio Resolvido 1.26. Cualcule a integral

Solugio. Como graufz? + 1] = 2, existem um polinoémio Q(x) := Ax + B de
primeiro grau e uma constante A tais que

z? +1
\/mdi—(A1+B)\/ —2x+2 —0—)\/

Neste caso,

Va2 —2x 42

A

2 1 /
o = [(AJH—B)\/ﬁ—Qx—l—Q] 4+ —
Va2 —2x+2

Va2 -2z +2
Como

(Az + B)(z — 1)

/
(Az + B)Vz? —2x+2} = AvVa?—2x 42+

concluimos que
2+ 1=A@*-22+2)+ (Az+ B)(z — 1) + ),

e como consequéncia, A =1/ e B =\ =3/. Além disso, como

d
/I—111|\/$2—2I—|—2+SL’—1‘+C
Va2 =2z 42

obtemos

1 3
- I '*$+ Va?—2r+2+ - 111\\/x2—2x+ +z—1+C
Va?—2x +2

O

Exercicio 1.27. Calcule as sequintes integrais:

S5r + 3 y / dx
\/x2+4x+1 ' V1 — 322

x? dx
By .
/ a? — g2 * 16 — 922

P /de p /d_ﬂf
' V2x2 +3 ' V9 — 22
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15

" e N

8/ dx 6 dx
' b2x?2 — a2 '/\/2—3x—x2

d
9. / @ 17 2ar b4,
b2z? + a? var? +br +c

]0/ dz 19 T+ 3
") V3 =522 CJ) VA2 +4r+3
11./ de 19. to3
2 — 3r — 4x2 V3 + 66 — 1122
3245
12. /d—az 20. _OrES
V14 x+ a? Vv (2z —1)
3
- 1
PTR

ds
135. - oy et
/\/2a5+52 Va2 —x

dx xt
14. 22. _—
4 / 5 —Tx — 32 /\/xz—i—l

P(x)

1.10 Integracao de funcoes da forma

No caso particular em que P(z) = 1, usa-se a substituicao

1
u:
mx—+n

Quanto ao caso geral, se grau[P(x)] > 1 entao existe um polinomio Q(z) e
uma constante R tal que

P(x) = (mz +n)Q(z) + R

Dessa forma,

/ P() dx:/ Q) da:+R/ de
(max +n)vax? +bx +c Vvax? +bx + ¢ Vvax? +bx +c

Exercicio 1.28. Calcule as sequintes integrais:
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1/ dz 4/ dz
) (4 1)VaZ ¥l ) (4 1)V ¥ 22

dx dx
2. R — 5. / _—
/ /1 =22 ol +zx—1

./ o 1;ijm o | 2 j)h

- ~ P(x)
1.11 Integracao de fungoes da forma Ve

Para integrais dessa forma, consideramos dois casos. Se grau[P(z)] < n,

entao existem Aq, Ao, ..., A, constantes tais que
P(I) Al A2 An
= - S
(x+N" 24+ (z4+)) (x+ )

e portanto,

/ Plz) dr = Z/ A dx
(x + AN)"Vax? +bx + ¢ —J (z+N)Var? +br+c

Para as integrais da forma

/ dx
(x + N)FVaz? +bx+c
usa-se a mudanca de variaveis

1
T+ A

No caso geral, quando grau[P(z)] > n, existem dois polinomios Q(z) e R(x),
com grau[R(x)] < n, tais que

P(r) = (z + A)"Q(x) + R(x),
de onde segue-se que

Sy ST R (R
(x + A)"Vax? + bx + ¢ Vvar? +br +c (x + A)"Vax? + bx + ¢

Exercicio 1.29. Calcule as sequintes integrais:

dx
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da dz
h / (x +1)3Va?2+1 4 / (x+1)3Va? + 2z

dx dx
oy 1 — 22 ' 22t —1

dx |
3. 6. d
/ (x —1)2/x% =2 / (22 4+ 1)3vx? + 22 !

1.12 Integracao funcoes racionais: caso geral

Seja Q(z) um polinémio monico, isto é, o coeficiente do termo lider (de maior
grau) é igual a 1. Pelo Teorema Fundamental da Algebra podemos escrever

Qz) = (:Jz;—al)k‘(:11;—(1‘2)""2 e ([L‘—(Lm)km([L’Q“rpliL'—F(]l)gl(ZL’2+])2[L’+(]2)é2 e (xz—i—pn:z—}—qn)fn,

onde m,n > 0 sao inteiros, k; > 0 para cada ¢ = 1,...,m, p? —4q; <0e
;> 0paracadaj=1,...,n,e

(kv + - 4 kn)+2(01+ -+ £,) = grau(Q(x))

Dessa forma, se P(x) é um polinémio de grau menor que grau(Q(x)), pode-
mMOoS escrever

onde A;;, Bij e Cy; sao coeficientes indeterminados. A expressao do lado
direito da igualdade acima é chamada decomposi¢cao em fragoes parciais da

P
funcao racional (x)
Q(x)
Exercicio 1.30. Em cada item, encontre a decomposicao em fracoes parci-
ais:
1'3 21‘ + 3
. 4o L
(e — 12+ 1) (@ + 1)
) 241 5 2 — 322 —1
" (22 —2r+1)2 S (224 1)(22 4 4)
P ot —a 22—z 41
Cx(x? + 31+ 2) Cx(z?+ 224 2)
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T —2 1—(z—1)3
@@ e 0 D=2y
vl 11 2
o C Iy D@ - D@ P
! zt— 2+ 2
S @1y L P T )@+ 2 4 2)

Exercicio 1.31. Calcule a integral indefinida de cada uma das fungoes ra-
cionais do Fxercicio anterior.

1.13 Integracao funcoes racionais: Método
de Ostrogradsky

P(x)
Q()
primos entre si e grau[P(z)] < grau|@(x)]. Suponha ainda que Q(z) possua
rafzes multiplas. Entao existem dois polindomios Py (z) e Py(x) com coefici-
entes indeterminados tais que

P(z) . Pi(x) Py(x) .
/ o0 o ) G

Seja uma fung¢ao racional propria, ou seja, P(z) e Q(x) sdo polinomios

Para determinar os coeficientes de P;(z) e Py(x), usa-se a identidade
P(x) _ (Pl(x))/ N Py ()
Qlr)  \Qi(z) Q2(z)

Essa identidade pode ser verificada da seguinte forma. Como

J o522
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Py (z) P(z) _ Po(z)

segue-se que oy ¢ uma primitiva de 0) ~ Ga(a) © portanto,
(Pl(x)), _ P(x)  P(x)
Q1() Qr)  Qaz)

Exercicio 1.32. Use o Método de Ostrogradsky para calcular a integral in-
definida de cada uma das funcoes a sequir.

2x 24+ 1

1. ———— 7.
(% —1)? (22 —2x + 1)2
) 2% 42 g 2+ 1
(@ + 1) (2 4 1) 2z +1)(z+2)
3 22 + 3z ; 4
(2t = 1) Cox(z?—1)2
3 1—(z—1)°
4 5T 10.
(2 + 1)* (2 —1)(22 — 2 — 2)?
5 xt — 222+ 2 Iy 2
(a2 = 22+ 2)? C (x4 1) (22 — 1) (22 + 4)3
5 x3 p at — a4+ 2
"z —1)2(x+1)3 C(22+ )2z = 1)3(22 + 22 + 2)

1.14 A substituicao u = tan(¢/2)

Seja R = R(x,y) uma fungao racional nas varidveis = e y. Para calcular
integrais da forma

/R(sin x,cosx)dz,
podemos transformar o integrando em um funcao racional através da subs-
tituigdo u = tan(%/2). Neste caso,

1 U

MR = A ¢ P

Logo,
in(x) = 2sin(r/z) cos(/2) = T
sin(z) = 2sin(*/2) cos(z/2) =
1+ u?
e 24
_ 2(x _ainl(z :U—
cos(x) = cos”(7/2) — sin”(7/2) NEp
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1— 2
Como cos(z)dx = 2ﬁdu, temos que dz = — T

>du, e portanto,

/R(sin x,cosx)dr = /E(u)du,
onde R é uma funcao racional na variavel u.

Observagao 1.33. No caso particular em que R(sinx,cosx) apresenta ape-
nas poténcias pares de sinxz e cosx € mais indicado usar a substituicao
u = tan(z).

Exercicio 1.34. Calcule as sequintes integrais:

1-— smx costx + sin*

18. COS ™

cos:(:—|—2smx—|—3 sin?x — 6sinz + 5

3sinx + 2cosx

o

dx 19.

2sinz + 3cosx (2 —sinx)( —smx)

1 +tana:
1—tan$

1 —
smx+cosxd

10. 20.

xz

1./ _do 11. /
14 sinz + cosz 1—1—3(3052
2/ 12/
1—i—sm T 3 sin? x+5c032
d
3/ 13/ T
3+5cosx sin?z + 3sinz cosx — cos?
COS T
e i
1—|—cosx sin?z — 5sinx cos
sin x
. 15/ dx
/8 4smx—i—7cosm 1 —cos?xz
6/ 16/ sin 2z
sinx + cosx 1 + sin® :c
7/ sin x 17/ cos 2z _ cos2m ..

1+sinx —cosx
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1.15 Integrais de fungoes irracionais

O objetivo é apresentar uma técnica calcular integrais da forma

Pl P2
ar+b\n [axr+Db)\=
R |z, , R
cr +d cr +d
onde R é uma funcao racionais de vérias varidaveis. Neste caso usamos a
substituicao

dz,

_ax—i—b
cr+d

onde n é o minimo maltiplo comum dos nimeros ¢, gs, . . ..

n

Exercicio Resolvido 1.35. Calcule a integral

[w=a

Solucio. Com a substituicao 2?2 = o obtemos dz = 12z''dz e

N3 /214 1 ok
———dr =12 dz=12(In|l — —
/%_%x e n| Z|+;k +C

e portanto,

/\‘f\ii{*/idx =12 (hl

ok/12
kf’ ) +C

Exercicio 1.36. Calcule as sequintes integrais

3 p 5/ dx
N RV ERE:

2'/\/2x—1al—x<*/2x—1 /ﬁ:x

7/<(+¢>—¢)—

dx

x
3. —d
/ var +b ‘

T
Vr+1+4/(z+1)3 & /g;+2
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dx r+1
9. 5/
/(2_@ T 11./ x—ldl‘
r—1 T+ 3
10. d 12. | ———=dx
/x\/x+1 ’ 222 + 3

1.16 Integrais de binomios diferenciais

Um bindmio diferencial é uma expressao da forma z™(a + bz™)? onde m,
n e p sao numeros racionais. Nem sempre é possivel escrever o integrando
em termos de fungoes elementares. Em alguns casos, que correspondem as
condigcoes de Tchebichev, é possivel transformar o binomio diferencial em
uma funcao racional:

1.

2.

Se p é inteiro, desenvolve-se as poténcias do integrando;

s

Se mTH é inteiro, usa-se a substituicao a + bx"™ = z°, onde s é o deno-

minador de p;

Se p+ mTH ¢é inteiro, usa-se a substituicao az™ + b = z°, onde s é o
denominador de p.

Exercicio Resolvido 1.37. Calcule a integral / —dz

Solugcao. Como

—1/3/9 2/3\1/2
— =2 (3+ %)=,
22
temos m = —1/3, n = 2/3, e portanto, % = 1 (inteiro). A substituicao
o/ .
3+ 2%/ = 22
9 (2 ¢ & ¢ ‘ I /9 »
resulta em x? = (22 — 3)% e dz = 32(2% — 3)!/? dz. Dessa forma

Exercicio 1.38. Cualcule as sequintes integrais:
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dx

. _ dx
1. | #3(1+222) 7 da . /—dx 70—
/ ( ) g v/ 1+ b x4/1 + 22

p /d—x dz p P / dx
VIV 1+ Va2 ” /\4/1+:c4 ’ ) 224 a3)3
/m
9. | ———dz
N4

df]j daj
o[
23V 1 + vad V1 + 23

1.17 Integracao de funcoes da forma R (x, vax? 4+ bx + c)

Nesta secao apresentaremos o método de Euler, para calcular integrais da

forma
/ R (2. ¥ br t ¢) de,

onde R é uma funcgao racional de duas variaveis. O objetivo é transformar o
integrando em uma funcao racional.

1.17.1 Primeira substituicao de Euler

Se a > 0 entao definimos a nova varidvel ¢ fazendo
Var? +br+c=+a-r+t (1.17.1)

Inicialmente, o sinal de \/a na relagdo acima pode ser negativo. De (1.17.1)
obtemos

br + ¢ = 2\a - xt +t%,
e portanto,
2 —c
= ——
b—2ya-t

Em particular,
dp — 20t — 2y/a(c + t?)
T h—2va- 17

Exercicio Resolvido 1.39. Para ¢ > 1/4, calcule a integral /

dt

dx
Vit+z+ec

Solugao. Neste exemplo, a = b = 1 e com isso, usando a primeira substitui¢ao
de Euler,
2 —c

Va+r+cec=xz+t e T=10
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Como ) o
t?—t+c — 2t

de = -2 ————dt t=

‘ (1 —2t)2 ¢t t?—t+c

temos

dx dt
_— =2 [ ——— = —1n 1—2t+C:ln‘1+2x—2\/$2+x+c)—l—c
/\/x2+x+c /1 | |
]

Exercicio 1.40. Dado um numero real ¢, calcule a integral /

dx
N
1.17.2 Segunda substituicao de Euler

Se ¢ > 0, escrevemos
var? +br +c=xt ++/c

Em geral, usaremos o sinal positivo em y/c. Dessa forma, ax+b = xt*>+2\/c-t,

e portanto,
2 —a

b—+/c-t

4 _ae=2t+ et
T ey

Exercicio Resolvido 1.41. Calcule a integral

xr =

Em particular,

T+ Vat+2 2 +
1‘3\/ 2+

Solucdo. Fazendo V22 + 2 = ot — /2 temos

1—¢2 1+t2>
T = e dx=— dt.
/2 (tQﬂ

Além disso,

1+ t2
‘/{L‘Z—I—QZ—L,
V2

e portanto,
T+ Va?+2 1—t—t*—1¢°
Love :2/25dt. (1.17.2)
3?2 + 2 (1—1¢2)
Agora que
1—t—t2—¢3 tt2+t—1) 1. |1+t
— 0 dt = —— 75—~ — -1 1.17.3
/ 1-£)p 2 —1)2 4 |1-¢ (1.17.3)
O resultado ¢é entao obtido por 1.17.2 e 1.17.3 usando-se que t = 7”3222“/5
[]
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1.17.3 Terceira substituicao de Euler

Seja a e B as raizes reais do trinomio ax? + bx + c. Escrevemos

Vax? +bxr+c=(r—a)t

dz

Exercicio Resolvido 1.42. Calcule a integral /
Va2 + 3x —

Exercicio 1.43. Calcule as sequintes integrais:

dx
1. _— 0. V2r — x2dx
/x\/xz—x+3 /
P / dzx dx
' V2 4+ 1 — 22 Tz —Va? -1

dx dx
3. 8. /
/:c\/x2—|—41:—4 (x +1)vV1+x+ 22

\/;E2+2xd g / r+1
4 T . ) 2z + 22)V2z + 22

1—+V1+2+ 22

10 dx

dx
[ |
V(22 — 2?)? V1 + x4 22
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Capitulo 2

Integral de Riemann

2.1 Teorema Fundamental do Calculo

Dados um nimero inteiro n positivo e um intervalo [a, b], uma parti¢ao reqular
de ordem n de [a,b] é uma colegao de pontos

P, :=A{xo,x1,...,2,}

uniformemente distribuidos neste intervalo, de modo que a = zy < 11 <
Ty < --+ < x, = b. Usualmente escrevemos

P,ra=xy<xo1<--<z,=b

para representar a particao P,. Essa parti¢ao divide o intervalo [a, b] em n su-
bintervalos Iy := [xg, x1], . .., I := [Tn_1, 2], todos de mesmo comprimento,
que denotaremos por Az. Neste caso, temos que

_b—a

h—
Ax = e xk:a+k~—a,0§k§n.
n n

Exercicio 2.1. Seja F' uma primitiva de f em [a,b]. Dada uma parti¢ao
reqular de ordem n,

P,ra=xy<z1<---<x, =0,

mostre que existe ¢; € [x;_1,x;], para cada i = 1,2,... n, tais que

F(b) — F(a) = Z fle)Az.
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Suponha agora que f : [a,b] — R é uma funcdo qualquer. Dada uma
partigao regular P, de [a,b] e uma colegao de pontos amostrais ¢; € [x;_1, x4
para cada 1 < i < n, formamos a soma

Zf(ci)m (2.1.1)

A soma (2.1.1) é chamada soma de Riemann relativa a parti¢ao P, e a escolha
dos pontos amostrais ci, ¢, ..., Cp,.
Se existir um nimero real L tal que

L= nh—>noloz_1: fle)Ax

e este limite independe da escolha dos pontos amostrais, dizemos que f é
integrdvel sobre |a,b).

Soma de Riemann particular: n =10, a= -3, b=4 e

¢; € o ponto médio de [z;_;,x;] parai =1,...,10

O limite L, quando existe, chama-se integral de Riemann de f em [a,b] e
denota-se

/ f)de = lim S f(e)As (2.1.2)

Diz-se também que f é (Riemann) integrdvel no intervalo [a, b] e que fab f(z)dx
é a integral definida de f em [a,b]. Definimos as seguintes situagoes particu-

lares:
/:f(x)dx —0 e /baf(x)dx S /abf(x)dx
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Se f : [a,b] — R é continua, entao f é integravel no intervalo [a, b].

Demonstracao. Suponha que f é continua e seja ¢ > 0 arbitrario. Dado
n > 1, considere a particao regular

P,a=zy<---<x,=0b

e ¢ € [x;1,m;] para cada i = 1,2,...,n. Como f é continua em cada
subintervalo definido pela partigao, existem «;, 5; € [z;_1, x;] tais que

flow) < f(x) < f(B:)

para todo x € [x;_1, ;] e cada i =1,2,...,n. Defina

sn(f)zzj"(ai)m e Sn(f)=_Zf(ﬁi)Aw,

as somas inferior e superior de f relativamente a particao P,, respectiva-
mente.

Soma inferior de uma fungio f: n =10, a = -3, b=4 Soma superior de uma funcao f: n =10, a= -3, b=4

Por outro lado, como f é equicontinua no intervalo [a,b], existe § :=
d(e) > 0 tal que

[z —y[ <= [f(x) = fy)| <€/(b—a),
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com x,y € |a,b.
Seja ng > 1 um inteiro tal que ny > v—a/s. Entao, dado n > ny temos
que |B; — a;| < d e portanto,

f(Bi) — flag) = [f(Bi) — flaw)| < /o0

Logo,

n

Sa(f) = sa(f) = D_[F(8) = Flon)]Az < ny

i=1

€

Ax =€

—a

Exercicio 2.2. Verifique que

Zz n(n+1)(2n+1).

1
Exercicio Resolvido 2.3. Encontre a integral / zde.

0
Solugao. Considere a particao

1
P, 0=xp<on=—-<-<p=—<---<zx,=1
n

i
n
do intervalo [0, 1]. Escolhemos ¢; = £. Temos

2n% +3n +1

=1

De acordo com o Teorema 1.1, a fungao z? é integrdvel no intervalo [0, 1].

Entao, a escolha dos elementos amostrais escolhidos acima ¢ suficiente para

concluir que
1 2
/ 22dr = lim 2n°+3n+1 — 1
0 n—0o 612 3

0
Proposicao 2.4. Sejam f e g fungoes integrdveis em [a,b], e A € R. Entao:

(a) f+ g € integravel em [a,b] e

/ab[f(x) +g(@))dr = /abf<x)dx+/abg<x)dx.
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(b) \f € integrdvel em [a,b] e

/ab M(x)de = /\/abf(x)dx.

b
(¢) se f(x) >0, para x € [a,b] entdo / f(z)dz > 0.

(d) se c€la,b] e f € integrdvel em [a,c| e [c,b] entdo

/abf(x)dx _ /acf(a:)dx+/cbf(x)dx.

Exercicio 2.5. Sejam f,g,h : [a,b] — R trés funcgoes integraveis em |a, b
tais que

fz) < g(x) < h(x)

para cada x € [a,b]. Prove que

/f(w)dar < /g(:z:)da: < /h(x)da:.

Exercicio 2.6. Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua e suponha que m
e M sao, respectivamente, o valor minimo e o valor mdzimo de f em |a,b].
Prove que

b
m(b—a)g/ f(z)de < M(b— a).

Teorema 1.2: Teorema do Valor Médio para Integrais

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Entao existe ¢ € (a,b) tal que®

Flo) = bia/ f(a)da (2.1.3)

O nimero 31— f: f(z)dz é chamado valor médio de f no intervalo [a, b].

Demonstracao. Como f é continua, pelo Teorema de Weierstrass f admite
valores maximo e minimo no intervalo [a,b], ou seja, existem « e [ neste
intervalo tais que

fla) < f(x) < f(B)
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para todo x € [a, b]. Portanto,

f@%hﬂwS/fWstﬂmw—w

isto é,

f(@) /f@mxsﬂm.

Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (a, b) tal que

:bia[fﬂﬂdr

como queriamos demonstrar. O

<
“b—a

Teorema 1.3: Teorema Fundamental do Calculo

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua. Entao, a funcdo F : [a,b] — R

definida por
:/ f(t)dt (2.1.4)

é uma primitiva de f em [a, b], isto é, F'(z) = f(z) para todo z € [a, b].
Além disso,

/ f(z)dx = F(b) — F(a) (2.1.5)

Demonstra¢ao. Sejam x um ponto arbitrario no intervalo [a, b] e h um nimero
real ndo nulo tal que « + h € [a,b]. Vamos verificar inicialmente que

Flo+h) - / 0

Para tanto, consideraremos dois casos: se h > 0O entao a < x < x+ h e
portanto,

z+h x z+h z+h
F(a:+h):/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt:F(x)+/ ()t

de onde se segue a identidade acima. Ja no caso h < 0, temos a < x+h < x
e portanto,

/f Pt — / F(H)dE+ +hf() Flz+h) + / 0
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Como [T f(t)dt = — ffrh f(t)dt, provamos que também vale a identidade
neste caso.

Por outro lado, como f é continua [z, z+ h] segue-se do Teorema do Valor
Médio para Integrais que existe ¢ := ¢(h) neste intervalo tal que

x+h
L/ F(t)dt = f(e)h

Logo
F(x+h)— F(x
o)
Como f é continua e limy_,oc(h) = x, pelo Teorema do Confronto, temos
que

tim FEFRZE@ ) — )

h—0 h h—0

Isto prova que F é derivavel e F'(z) = f(x) para todo = € [a,b]. Para

concluir a prova, note que
/ F(t)at - / F(t)at = / £t

uma vez que [ f(t)dt = 0. O

Corolario 2.7. Se f : [a,b] — R € continua entio f admite primitiva no
intervalo [a.b].

Exercicio 2.8. Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua e G uma primitiva
qualquer de f no intervalo [a,b]. Mostre que

[ st =) - 6

e que, para todo x € [a, b,

- /mf(t)dt%—G(a).

Exercicio 2.9. Calcule as sequintes integrais definidas:

w/3 2
(a)/o sin(z) cos(2x)dx (b) /1 (2fa 4 3/x*)dx
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(c) /0 7 e () (d) /0 gt

Exercicio 2.10. Num circuito elétrico, a voltagem V (t) e a corrente i(t) no
instante t sio dadas por V(t) = 160sin(t) e i(t) = 2sin(t — ). A poténcia
média € dada por

% /O Vi,

onde T € o periodo de ambas, voltagem e corrente. Determine T e calcule a
poténcia média.

Exercicio 2.11. Se uma zicara de café tem uma temperatura de 95°C em
uma sala cuja temperatura ambiente € de 20°C de acordo com a Lei Do
Resfriamento de Newton, a temperatura do café apds t minutos serd

T(t) = 20 + 75e /"
Qual a temperatura média do café durante a primeira meia hora?

Exercicio 2.12. Em uma certa cidade, a temperatura (em °F )t horas depois
das 9 horas foi aproximada pela fungio T(t) = 50 4+ 14sin(F5). Calcule a
temperatura média durante o periodo entre 9h e 21h.
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2.2 Mudancga de variavel na integral definida

Nesta secao, discutiremos uma técnica importante para o calculo de integrais
definidas, a saber, o Teorema de Mudanca de Variaveis (TMV).

Teorema 2.1

Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua e suponha que f admite primi-
tiva em [a,b]. Se g : [c,d] — R é uma funcao de classe C' no intervalo
[e,d] tal que g(c) = a e g(d) = b entdo (f o g)g' é continua em [c,d] e

/ F(u)du = / F(9(2)g (2)dz (22.1)

Demonstragao. Seja F' uma primitiva de f em [a,b]. Pelo Teorema Funda-
mental do Calculo

| #du = ) = Fa) = Flo(e) = Flg(a))
Considere a fun¢ao definida por h(x) := F(g(x)), para « € [c,d]. Como

B (z) = f(g(x))g'(z) para cada x € [c,d], segue-se que h é uma primitiva de
(fog)g em [c,d] e portanto,

/ fg(x))g'(x)dz = h(d) = h(c) = F(g(d)) = F(g(c))

Logo,

[ = [ rowng

(]
Exercicio 2.13. Calcule as sequintes integrais:
(a) f13/3 /32 + 1dx (c) fol ze " Rl (e) f(:nf) 6me‘zf§1dx
1 23432 a 5 T
(b) fo x;fl dz (d) fo x2Va? — x2dx (f) fo ﬁm
Exercicio 2.14. Dado r > 0, seja f : [-r,r] = R uma fun¢io continua.
Prove que:

(a) se [ € par entdo /T fz)de = Z/T f(z)dx
—r 0
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(b) se f € impar entdo/ f(z)dz =0

2

Exercicio 2.15. Suponha que f : [0,4] — R € continua. Calcule/ xf(x2)dx.
)
Exercicio 2.16. Calcule / —SlnxCOS$dx.
o2+
! dz /2 sin
Exercicio 2.17. Mostre que/ _ :/ dz.
o arccos(x) 0 x

71'/2 7r/2
Exercicio 2.18. Verifique que/ f(sinz)dx :/ f(cosz)dz.
0 0

2.3 Integracao por partes

Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes de classe C'. Entao

b b
/ f(@)g'(x)dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ g(x)f'(x)dz

e Fazendo-se u = f(x) e v = g(x) tem-se

du= f'(z)dz e dv=g'(z)dx

/udv = uv — /vdu

Exercicio 2.19. Calcule as integrais:

e Portanto:

1. / xsin(2z)dx 3. / In(z)dz
0 0

1 s
2. / ¥ dx 4. / sin(2z)e* dx
0 0

71'/2
Exercicio 2.20. Seja n > 1 um inteiro e defina I, = / sin”(x)dx. Prove
0

que

—1
[n - 1 [n—l
n
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2.4 Areas

Dada uma fungao f : [a,b] — R continua e nao negativa, seja R a regiao do
plano limitada pelo grafico de f, o eixo Ox e as retas x =a e x = b. A area
de R é definida por

drea(R) = / b f(z)dz

Exercicio 2.21. Calcule a drea da regido limitada pela pardbola y = =°/2,
pelas retas v =1 e x = 3 e pelo eixo das abscissas.

Exercicio 2.22. Calcule a drea da regido limitada pela curva x = 2 —y — 1/°
e pelos eixos coordenados.

No caso geral, em que a regiao R esta limitada pelos gréficos de duas
fungdes continuas f e g, com f < g em [a,b], e pelas retas © = a e © = b,
definimos

b
irea(R) = | lo(o) - f(a))ds

Exercicio 2.23. Calcule a drea S da regido limitada pelas curvas y = 2 — x?

ey = a2,

Exercicio 2.24. Determine a drea da regidgo limitada pela hipérbole equildtera
2?2 —y* =9, 0 eiro Ox e o diametro que passa pelo ponto (5,4).

Exercicio 2.25. Encontre a drea da regido limitada pela curva y = x(x —
1)(x —2) e pelo eizo Ox.

Exercicio 2.26. Encontre a drea da figura compreendida entre a hipérbole
xy =m?, as retas verticais v = a e x = 3a (com a > 0) e o eizo Ox.

Exercicio 2.27. Determine a drea da regido limitada pelas pardbolas 1* =
2px e 22 = 2py.

Exercicio 2.28. Encontre a drea da regiao limitada pela elipse i—z + g—j = 1.
Exercicio 2.29. Encontre a drea da figura limitada pela curva

a2 = 22(a? — 1?)
Exercicio 2.30. Determine a drea delimitada pela astroide x°* +y** = a*/®.

Exercicio 2.31. Calcule a drea das duas partes em que a pardbola y* = 2z
divide o circulo x° + 3% = 8.
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2.5 Funcao dada por uma integral
Exercicio 2.32. Seja A C [a, b] um conjunto finito e suponha que f : |a,b] —

A = R € uma fungao continua. E possivel definir a integral de f em |a,b]?
Justifique sua resposta

Exercicio 2.33. Esboce o grifico da funcio F dada por F(z) = / e~ tat.
0

2, se t<l,

E icio 2.34. Seja F = t)dt ond t) = .
xercicio eja F(x) /Of() onde f(t) {1/757 e t>1

Mostre que F'(x) = f(x) para todo .

Exercicio 2.35. Cualcule a derivada das sequintes funcoes:

xT dt .CB2 )
1. F(z) = 3. F(x):/ e " dt

. Int

0 VT
2. F(x) :/ V1 + 4t 4. F(z) :[I cos(t*)dt

Exercicio 2.36. Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua. Dado g € [a,b],
definimos F : [a,b] — R por

Flz) = / " Ft.

Mostre que F' € uma primitiva de f em [a,b].
1
Exercicio 2.37. Calcule F'(x) sabendo-se que F(z) = / arctan(t*)dt.

Exercicio 2.38. FEncontre uma funcao ¢ : R — R continua tal que, para

todo x, p(zr) =1 +/ to(t)dt
0

Exercicio 2.39. Seja f : R — R uma funcdo continua e periodica de periodo
.

T+p
1. Mostre que a fungio g : R — R dada por g(z) = / f(t)dt, é cons-

tante .

T+p P
2. Conclua que / f(t)dt = / f(t)dt para todo x € R.
x 0
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dt
VIte

Exercicio 2.41. Encontre uma func¢ao f sabendo que f(x) =1 +/ f(t)dt.
0

2 2
Exercicio 2.40. Seja f(x) :/ . C’alcule/ xf(z)dx.
T 0

£C2

Exercicio 2.42. Seja uma funcgdo f tal que xsin(rz) = / f(t)dt. Encon-
0

tre f(4).

Exercicio 2.43. Seja f : [0, +00) — R uma funcgao diferencidvel tal que f' é

estritamente crescente. Se f(0) = 0, mostre que x — ¢ estritamente

T
crescente para x > 0.

2.6 Volume

Sélido de revolugao em torno do eixo Ox

1. Seja R a regiao limitada pelo grafico de uma funcao f : [a,b] — R e
pelas retas x = a, x =bey = 0.

2. Seja S o solido obtido pela rotacao da regiao R em torno do eixo Ox
(figura abaixo).

Figura 2.1: Sélido de revolugao

Observe que a segunda circunferéncia na figura acima possui area 7| f (z)]?.
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Definicao 2.44. Se f ¢ continua, o volume de S € dado por

V(S) = 7 / [ (2)]2d

Exercicio 2.45. Determine o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao
R:={(z,y) eR%0<y<1/x e 1 <z <e} em torno do eiro Ox.

Exercicio 2.46. Determine o volume do sdlido obtido pela rotacao da regiao
limitada pelos grdficos de y = 2 e y = \/x em torno do eizo O.

Exercicio 2.47. Seja f : [a,b] — R wma func¢do integravel, com a > 0
e f(x) > 0 para todo = e [a,b], e A a regiao limitada pelo grifico dessas
fungoes, pelas retas v = a e x = b, e pelo eixo x. Considere o solido B
obtido pela rotagao da regiao a em torno do eixo y. Defina o volume de B.

Exercicio 2.48. Calcule o volume do elipsoide, formado pela rotacao da
2 2

elipse — + -5 =1, em torno do eivo OX.
a b?

Exercicio 2.49. Demonstrar que o volume da parte do corpo de revolucao

formado ao girar a hipérbole equildtera x> — y? = a® em torno do eizo OX,

que intercepta o plano x = 2a, € igual ao volume de uma esfera de raio a.

Exercicio 2.50. Calcule o volume do solido obtido pela rota¢ao em torno do
eizo y, do conjunto de todos os pontos (x,y) tais que 0 <z <1e0 <y <
arctan(x).

Exercicio 2.51. Calcule o volume do corpo formado pela rotagao em torno
do eizo x, da astroide x*/® + y*/3 = a*?>, com a > 0, em torno do eizo y.

Exercicio 2.52. Calcule o volume do toro, formado pela rotacdo do circulo
(x — @)2 +y2<r? coma>r >0, em torno do eiro 1.

Exercicio 2.53. Ache o volume do solido formado pela rotacdo em torno do

eizo OX pelo circulo 2 + y* = a®.

Exercicio 2.54. O plano de um triangulo movel permanece perpendicular ao
diametro fixo de um circulo de raio a. A base do triangulo é a corda desse
circulo, enquanto que seu vértice resvala por uma reta paralela ao diametro
fixo, que se encontra a uma distancia h do plano do circulo. Determine o
volume do corpo formado pelo movimento do triangulo de um extremo do
diametro ao outro.

Exercicio 2.55. Nas questoes a sequir, encontre o volume do solido obtido
pela rotacao da regiao limitada pelas curvas dadas em torno das retas espe-
cificadas. Esboce a regiao, o solido e um disco ou arruela tipicos.
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1. y=¢€ey=0,2 =1, =2; em torno do eizo Ox;
2.V9—12< y < m; em torno do eixo Ox;

3.y = %,x =1,x =2,y =0; em torno do eizo Ox;

4. y=x,y=+/x; em torno dey =1

5. y=sin(z),y =0,z =0, =7, em torno do eizo Ox;
6. y=In(z),y=1,y=2,2=0; em torno do eixo Oy;

Ty=1,x=2; em torno de y = 2;

7 y=e"
8. y? =2x,y = x; em torno do eizo Ox;
9. x:\/m,azsz,azyzO; em torno do eizo Oy;
10. y=x,y=0,2=2,x =4; em torno de x = —1;
11. y = 2% o = y*; em torno de x = —1;

12. y =tanx,y = 0,2 = Z; em torno do eizo Ox;

13. y=secz,y = 0,2 = 7; em torno do eivo Ox;

Volume de um sélido qualquer

1. Sejam S um sélido e P, o plano perpendicular ao eixo Ox, no ponto x,
conforme a figura ao lado.

2. Suponha que S esta na regiao limitada pelos planos P, e P, e, que
P, NS # @& para cada x € [a, b).

3. Seja A(z) a édrea da secgao transversal de S no plano P,.

Defini¢ao 2.56. Se a funcao A : [a,b] — R € continua, o volume de S é
definido por
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Exercicio 2.57. Prove que o volume de um tronco de cone circular reto tal
473

3

Exercicio 2.58. Seja S um tronco de cone circular reto cujos raios das bases
sao iguais a r e R e altura h. Prove o volume de S é dado por

queuma esfera de raio r > 0 € igual a

_7rh

v(s) =7

(R*+7rR+17)

1. A base de S é uma regiao eliptica limitada pela curva 922 +41y% = 36. As
secgoes transversais perpendiculares ao eixo Oz sao triangulos isésceles
retos com hipotenusa na base.

2. Calcule o volume de uma piramide de base quadrada com lado L e
altura h.

3. Calcule o volume de uma calota de altura h em uma esfera de raio r.
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- e o
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4. Uma cunha é cortada de um cilindro circula de raio a por dois pla-
nos. Um plano é perpendicular ao eixo do cilindro, o outro intercepta
o primeiro com um angulo de 30° ao longo do diametro do cilindro.
Encontre o volume da cunha.

5. A altura de um monumento é de 20 metros. Uma secao transversal ho-
rizontal a uma distancia de x metros do topo é um triangulo equilatero

com lado § metros. Encontre o volume do monumento.

6. O segmento de reta que une a origem ao ponto (a,b) gira em torno do
eixo Ox. Achar o volume do cone obtido.

7. Um tanque de 6leo na forma de uma esfera tem um diametro de 18
metros. Quanto éleo o tanque contém, se a profundidade do dleo é de
7 metros?

2.7 Area de superficie de revolucao

Area de um setor circular
A drea A de um setor circular com angulo central § e raio r (figura abaixo)

20
é dada por A = %

E ainda, temos L = rf e portanto,

A==
2

Area da superficie de um cone
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A area A da superficie de um cone circular reto, cujo raio da base é R e
cuja geratriz é g é dada por A = wRg.

7R

Area da superficie de um tronco de cone

A édrea A da superficie de um tronco de cone circular reto, com geratriz
g e raios superior e inferior 7 e R, respectivamente, é dada por

A =rT7sg

Area de superficie de revolugao
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Seja f : [a,b] — R uma fungao de classe C' tal que f(x) > 0 para todo
x € [a,bl.

Denotaremos por S,(f) a superficie obtida pela rotagao do gréfico de f
em torno do eixo z (ver figura 2.6).

Entao, a drea de S,(f) é definida por

A, = 2 / F@)VI+ [ (@)de

Exercicio 2.59. Calcule a drea da superficie gerada pela rotagao, em torno
do eixo x, do grdfico de f(x) =cosx, =72 <z <7/,

Exercicio 2.60. Determine a drea da superficie obtida pela rotacao, em
torno do eixo y, do grifico dey =Inx, 1 <x <e.

1. Calcule a drea da superficie de revolugao do grafico de f(x) = v/r? — z2,
com —R <z < R,R >0, em torno do eixo Oz.

2. Ache a area da superficie gerada pela rotagao da curva y = €*,0 < z <
1 ao redor do eixo Ox.

2 2
x
3. A elipse — + y_2 =1, a > b, é girada ao redor do eixo Oz para formar

uma superficie chamada elipsoide. Calcule a area de sua superficie.

4. Calcule a area da superficie do "fuso” que forma ao girar uma semionda
sinusoide y = sin(x) em torno do eixo Oz.

5. A astroide = asin®t, y = acos®t gira em torno do eixo Oz. Deter-
minar a area da superficie do solido de revolucao.

6. A curva y = 2?2 gira em torno do eixo Ox. Calcule a area da superficie
do solido.

2.8 Comprimento de grafico de funcao

Seja f : [a,b] — R uma funcao de classe C* tal que f(x) > 0 para todo
x € [a,b]. Denotaremos por L(f) o comprimento do grafico de f. Entao

L(f) = / VIt F@)Pda

Exercicio 2.61. Calcule o comprimento do grdfico de:
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(a) y=2>+1, -1 <z <1.
(b) y=Inz, 1 <z <e.

1. Calcule o comprimento do arco total da hipocicloide z%/3 + y?/3 = a?/3

2. Um falcao voando a 15 m/s a uma altitude de 180 metros acidental-
mente derruba sua presa. A trajetéria parabdlica de sua presa caindo
¢é descrita pela equagao y = 180 — % até que ela atinja o solo onde
y é a altura acima do solo e x, a distancia horizontal percorrida em
metros. Calcule a distancia percorrida pela presa do momento em que

ela é derrubada até o momento em que ela atinje o solo.

3. Determine o comprimento da evolvente do circulo z = a(cost +tsint),
y = a(sint 4 tcost).

4. Achar o comprimento do arco da espiral logaritmica r = ae™? (m > 0),
que se encontra dentro do circulo r = a.

5. Achar o comprimento do arco y = arcsine™™ desde x =0 até x = 1.

6. Achar o comprimento da cicléide x = a(t —sint), y = a(1l — cost) com
0<t< 2m.

7. Calcule o comprimento da curva y = In(1 — z?), com 0 < z < 1/2.

2.9 Area e comprimento de curva em coorde-
nadas polares

1. Ache a equacao polar do gréafico dado por sua equacao cartesiana, dado

abaixo.

(a) 22+ y? = a®. (d) 23 +y® —3azy =0 .
(b) z+y=1. (e) 2zy = a’.

(c) * —y*=16. (f) (2° +9°)% = 4(2® — y*).

2. Esboce as curva baseadas em suas equagoes dadas em coordenadas
polares.
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(a) r = acos20. (d) 7? = a®cos 26.
(b) 7 = asin 30. (e) r=ab.
(¢) m=2acos30, r = a. (f) r = 2acos 36.

3. Calcular a area limitada pelas curvas dadas em coordenadas polares.

(a) = 3cosé. (g) r=2,7r=3—2cosb.
(b) 7 =2—siné. (h) 7 =4sinf, r = 4cosf.
(c) r? = 4sin20 , ,

(i) 7 =3sin26, r = 3 cos26.
(d) 72 = cos®

N2 A _
(e) r = 4sin®6f cos¥. () r* =4sin26, r = V2.
(f) r = 4cos36. (k) r* = a®cos 20

4. Calcular a drea da regiao limitada pela curva r = 2acos 36 que estd
fora do circulo r = a.

5. Calcular a area area compreendida entre a primeira e a segunda espira
da espiral de Arquimedes r = af.

6. Calcular o comprimento total das curvas dadas em coordenadas polares.

(a) r=6,com0<6<m. (e) r=e"? com0 <0 <2r.
(b) T:CL(1+COSG). (f) r—=2<inf
(¢) r = asin3f , com 0 < 0 <
2. (g) r=ab.
(d) r=sech ,com0<6<Z. (h) 7 = cos?*@

2.10 Centro de massa

1. Mostre que o centro de massa de uma faixa reta e fina ou barra de
densidade constante situa-se no meio do caminho entre o extremo e
outro.

2. A barra de 10 metros de comprimento (figura abaixo) fica mais espessa

da esquerda para a direita, de modo que sua densidade, em vez de
x
constante, é a(x) = 1 + — (kg/m). Determine o centro de massa da

10
barra.
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Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas m,
m/3 localizadas nos pontos (z,2y) e (2x,y), respectivamente.

Considere uma placa fina, homogénea, com densidade superficial cons-
tante a = 2,5g/cm?, que ocupa a regiao R := {(z,y) e R a <z <e
Va2 — 22 <y <b? — 2% onde 0 < a < b}. Determine:

(a) o momento M, da placa em torno do eixo x.

(b) a massa da placa.

(c) a ordenada do centro de massa da placa.

Encontre o centro de massa da regiao R = {(z,y) € R% 2% + 49* <
1,y > 0}.

. Ache as coordenadas do centroide da figura limitada pelas curvas y =

Vo, y =12
Achar o centro de gravidade do arco da semicircunferéncia z? + y? =
a?, (y > 0).

Encontre as coordenadas do centro de gravidade da figura limitada pela
2 2

elipse % + ‘Z—Q =1 e pelos eixos Ox e Oy, com y > 0, x > 0.

Determine o centro de massa do grafico da fungao f(x) = v4 — 22, -2 <
< 2.

Determine o centro de massa de uma placa fina de densidade a(x) =

= no ponto (z,y), que cobre a regiao limitada superiormente pela
x

pardbola y = x — 22 e inferiormente pelo eixo Ozx.
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Capitulo 3

Integrais improprias

3.1 Introducao

Intervalos infinitos

1. Se fat f(z)dx existe para cada t > a, entao

[ee] t
/ f(x)dz := lim | f(z)dx,
a t—o0 a
desde que o limite exista.

2. Se j;b f(z)dz existe para cada t < b, entao

/_ boo F(@)dz = lim /1t  Fa)d,

t——o0
desde que o limite exista.

. .. , . (o) b ~
3. As integrais imprdprias [ f(z)dz e [~ f(x)dx sdo chamadas conver-
gentes se os limites correspondentes existem e divergentes, se os limites
nao existem.

1. Se ambas faoo f(z)dxe ffoo f(z)dx sdo convergentes, para algum a € R,
entao definimos

/_Z flr)da = lim /atf(x)da: + /_OO fx)dx

, . . . o0 ’ .
Exercicio 3.1. Determine se a integral f1 d—; € convergente ou divergente.

Exercicio 3.2. Calcule as integrais:
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0
1. / zetdx

° dx
2.
/_OO 1+ 22
dz

Exercicio 3.3. Para quais valores de p € R, a integral floo - € convergente?

Exercicio 3.4. A velocidade média das moléculas em um gds ideal é

4 MNP,
T — UZ/QRTd
R~ (QRT) /0 ve v

em que M € o peso molecular do gds; R, a constante do gas; T', a temperatura
do gas; e v, a velocidade molecular. Mostre que

SRT
M

T =
Integrandos descontinuos

1. Se f:]a,b) — R é continua entao

/bf(a:)dx = lim tf(x)dx,

t—=b= J,

desde que o limite exista.

2. Se f: (a,b] = R é continua entao

/a ) iy / ' fla)de,

desde que o limite exista.

3. A integral imprdprias fabf(x)dx ¢ chamada convergente se o limite
correspondente existe e divergente, se o limite nao existe.

Integrandos descontinuos

1. Se f é continua em [a,c) e (¢,b], e ambas [7 f(z)dz e fcbf(x)dx forem
convergentes, entao definimos

/abf(a:)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dm
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Exercicio 3.5. Calcule as integrais /

x—— / Inzdz.

us

/2

Exercicio 3.6. Determine se/ sec xdx e/
0 0

converge ou diverge.
x JR—

Exercicio 3.7. Esboce o grifico de F(x / f(t)dt onde f(t) =1 se
lt] <1e f(t)=0 selt| > 1.

Teorema 1.1: Critério da comparagao

Sejam f e g duas fungoes reais integraveis em |a,t] para cada t > a.
Suponha ainda que 0 < f(z) < g(x) para todo x > a. Entao:

+oo +oo
(i) / g(z)dx convergente = f(x)dz convergente.

a

“+o00

(ii) f(z)dz divergente = / x)dx divergente.

a

+o0
Exercicio 3.8. Mostre que / e " sin?(z)dx € convergente.
0

3

sdz € divergente.

+oo
Exercicio 3.9. Prove que /
1 1 + x

Proposicao 3.10. Seja f uma funcao integrdvel em [a,t] para cada t > a.
+oo

+o0
Se / |f(x)|dx € convergente, entdo f(x)dz também € convergente.

a

sin®(z)

dx convergente ou divergente.

+0o0
Exercicio 3.11. Verifique se/ 5
0 x

Exercicio 3.12. Em cada item, verifique se a integral impropria é conver-
gente ou divergente:

(o) /1 +m¥dx.
w [

1. Determine se cada integral é convergente ou nao.

sin(x)

xX.
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teo dx T cos? T gin? g
—_— d dx. dz.
(2) /1 (32 + 2)?2 (d) /1 el (@ /0 z 0

oo L dx T rarctan x
b e 4 dy. e / e h / — dx.
( ) /0 ( ) 0 m ( ) 0 (1 +ZB2)2

Feo 2 T ginx oo g
c ze T dx. f dzx. i —dx
@/ of e 0 g

. Determine se cada integral é convergente ou nao.

2 dr (c) /1 ¢ dx (e) /ZxQInxd:c
(a>/0 sinx’ et —1 0

(b) /01\/%. (d) /04x2_d—jj_6. () /1+002+;zdx

. Encontre os valores de p para os quais a integral converge e avalie-a
para tais p.

(a) e (b) / Wx(d—‘” (c) /0 s,

o P’ Inz)P’

“+oo
. Seja s > 0. Calcule / e ! cos tdt.
0

1
241

. Considere a fungao f : R — R dada por f(z) = Esboce o

grafico e calcule sua drea com —oo < z < +00.

. Seja R a regiao a direita de x = 1 que é limitada pelo eixo x e pela
curva y = 1/z. Quando essa regiao gira em torno do eixo z, ela gera
um sélido cuja superficie é conhecida como corneta de Gabriel. Mostre
que o sélido tem um volume finito, mas que sua superficie tem uma
area infinita.

. As secgoes transversais do solido da figura abaixo, perpendiculares ao
eixo x, sao discos circulares com raios que vao do eixo z a curva y = e*,
onde —oco < x < 1In2. Encontre o volume do sélido.

3

zt+1

+o0
. Verifique que a integral impropria / dx é divergente.
1

. E convergente ou divergente? Justifique.

70



ARLANE VIEIRA E PEDRO Lima
BacHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

+o00 $5 —3 q w/2
a Z. t Cl .
( ) 10 \/W (e) /0 anraxr

too b1 !

——dx. f In xdzx.

(b)/2 T ()/0 nadz
e dx /2 sin x

—dx. ———d.

(c) /_oo xt+ a2 +1 v (&) /ﬂ/?, V1 —2cosx .
oo dx ! T

d —_—dx. h / ———dx.

<) 2 Vat4+2x+1 <) 39 — a2

10. Seja R a regiao infinita no primeiro quadrante, entre a curva y = e~
e o0 eixo .

x

(a) Calcule a édrea da regiao.
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(b) Calcule o centroide da regiao.

(c) Calcule o volume do sélido gerado pela rotagdo da regiao R em
torno do eixo y.

(d) Calcule o volume do sélido gerado pela rotacao da regiao R em
torno do eixo x.

11. Esboce o grafico de F(x / f(t)dt nos casos:

se 1
(a) f(t)_{?/t, seggfgl (b) f(t>:1+t2

3.2 Transformada de Laplace

Seja f uma funcao definida em [0, 400). A fun¢ao g dada por:

F(s) = L{f(1)} = / et

denomina-se transformada de Laplace de f. O dominio de F' é o conjunto de
todos os s para os quais a integral impropria do lado direito é convergente.
Comecemos com um exemplo para ilustrar esta definicao.

Exemplo 3.13. Determine a transformada de Laplace de f(t) =

Solugao. Pela definicao acima, temos:

+00
F(s) = / e tdt
0

= lim _Sttdt]

n—-+o0o

—st n e —st
= lim / ]
n—-+00 —5 0 0
—nt 1
= lim ne - / e“dt}
n—+o00 — S Jo
) nefnt 1 efst n
= lim + -
n—+oo | —S§ s(— S) b
. [ne™ 1 1 1
= lim + - - ==
n—too | —S§ s\ —s S s

Portanto, a transformada de Laplace de f(t) =t é a fungao
1
F(s)=—

)
82
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para s > 0.

Seja f uma fungao definida em [0,400). Dizemos que f é de ordem
exponencial v, v € R, se existir uma constante M > 0 tal que para todo
t>0,

[f(t)] < Me™.

Vejamos um teorema que nos fornece condicoes para garantir que uma
funcao f seja de ordem exponencial 7.

Teorema 2.1

Seja f definida em [0, 400). Suponha que f seja limitada em [0, a] para
todo a > 0 e suponha que existe v > 0 tal que

il

t—oo et

exista e seja finito. Entao f é de ordem exponencial 7.

Portanto, pelo Teorema anterior, segue que as funcoes constantes, sint,
cost, e®t " e cost sao de ordem exponencial.

O proximo teorema diz respeito as transformadas de Laplace de fungoes
derivada.

Teorema 2.2

(a) Se f for de classe C' em [0, +00) e de ordem exponencial v, entao

L)} = sL{F(D)} = £0), s>

(b) Se f for de classe C? em [0,+00) e se f e f’ forem de ordem expo-
nencial v, entao

L{F()} = SL{f ()} = sf(0) = £1(0), s>
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Demonstracao. (a) Para s > 7,

+oo

LI}y = f(t)edt

0

= lim / f'(t)e *tdt
0

n—-+o00

= lim f(t)e ™| + /On se " f(t) dt

n—-400

= lim f(n)e " — f(0) + S/O e S f(t) dt

n—-+o0o

= —f(0)+sL{f(0)}-

(b) Basta aplicar o item anterior a g(t) := f'(¢).
O]

A seguir, apresentamos um exemplo para ilustrar a aplicagao dos resul-
tados anteriores na resolucao de EDOs.

Exemplo 3.14. Determine a solucao do problema:

r—x=1, t>0
2(0) =0 (3.2.1)
#(0) = 1.

Solugao. Precisamos supor inicialmente que o problema tenha uma solucao
x(t) que satisfaga as condigoes do item b) do Teorema 2.2.
Temos

L£{i—az} = L{1},

ou seja,

£{i} — £{x} = £{1}.

Pelo Teorema 2.2 (item(b)), temos
s*L{z(t)} — sx(0) — 2/(0) — L{z(t)} = L{1}

o que implica em

+00
(> =DL{z(t)} -1 = /0 e *dt.
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Portanto, temos

(s* = 1L{z(t)} = 1+ lim :Aneﬂw4

n—-+4o00o L
[,—stn
— 14 lim | ]
n—-+400 L —S 0
[ ,—sn 1
— 1+ lim |© +{
n——+0oo L —S S
1
= 1+-.
S
Logo,
s+1 1
L{z(t)} = :
s+1 1 1

s (s—=1)(s+1) s(s—1)

Por outro lado, usando fragoes parciais, temos:

1 A B
s(s—1) s s—1
_ A(s—1)+Bs (A+B)s—A
B s(s—1)  s(s—1)
Disto, obtemos:
{A+B:0
—A=1

o que implica

Logo,
1

s—1
Pela tabela da transformada de Laplace, temos: £{—1} = =% ¢ L{e'} = L.
Segue por linearidade que

E{xﬁ)}=:z§—+ (3.2.2)

z(t) = —1+¢ (3.2.3)

satisfaz (3.2.2), e é, portanto, a solugao do sistema (3.2.1) para ¢t > 0.
Observe agora que x(t) satisfaz as condigoes do Teorema 2.2(b), conforme
supusemos inicialmente.

O
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Observacao 3.15. No Ezemplo 3.2.2, na solucao do problema de valor ini-
cial (3.2.1), nao consideramos a possibilidade de haver outras fungdes além
da fun¢ao dada em (3.2.3), que também possua a transformada de Laplace
(3.2.2). De fato, pode-se mostrar que, se f é uma fungdo continua de or-
dem exponencial com transformada de Laplace F', entao nao existe outra tal
funcao com que possua a mesma transformada. FEste fato é conhecido como
Teorema de Lerch.

A seguir, deixaremos um exercicio para os alunos resolverem em casa e
para ser corrigido na proxima aula.

Exemplo 3.16. Determine a solu¢ao da equacao:

T +x=cost, t>0
z(0) =0 (3.2.4)
#(0) =0

Solu¢ao. Precisamos supor inicialmente que o problema tenha uma solucao
x(t) que satisfaga as condigoes do item b) do Teorema 2.2.

Vamos entao resolver a nossa equagao usando transformada de Laplace.
Aplicando a transformada de Laplace aos dois membros, temos:

L{%+ x} = L{cost},

ou seja,

L{z} + L{z} = L{cost}.
Pelo Teorema 2.2 (parte (b)), temos:
S2L{x(t)} — sx(0) — #(0) + L{x} = L{cost}.

Logo,
(1+ s*)L{z} = L{cost}. (3.2.5)

Por outro lado, aplicando integracao por partes, temos

L{cost} = o

Portanto, por (3.2.5), temos

(14 s*)L{x(t)} = L{cost} = T

Logo,
S

L{x(t)} =
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Pela tabela, vemos que a funcao que admite m como transformada

1
de Laplace é 52& sint. Logo, pelo Teorema de Lerch, conseguimos que

1
t) = =tsint
x(t) 5t sin
¢ a solugao da EDO de 22 ordem (3.2.4).
Observe que, de fato, x(t) satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.2(b), con-
forme supusemos inicialmente.

]

1. Em cada item, esboce o grafico da funcao dada e calcule sua transfor-
mada de Laplace, caso exista.

2, 0<t<1 2, 0<t<l1
(a) fH)=14 24+t 1<t<2 (b) ft)y=¢ t—1, 1<t<2
6—-t, t>3 1, t>3

2. (Fungoes degrau) A funcao de Heaviside ou degrau unitario é definida

por
0, 0<t<ec
“C(t)_{ 1, t>c

Mostre que L{u.(t)} = ¢ , para s > 0.
s

3. Para cada uma das seguintes funcoes, determine sua transformada de
Laplace (caso exista) e o dominio da transformada.

(a) f(t) =Int (e) f(t) = cosat (i) f(t) =te"
(b) f(t) =120 (f) f(t) = sinhat (3) f(t) = e
(c) f(t) =1/t (g) f(t) = coshbt (k) f(t) =t
(d) f(t) =sinat (h) f(t) =e” (1) f(t) = e™ cosbt
4. A fungao Gama é definida por I'(p) = 0+°° e “zP~dx, para todo p real.
Mostre que
L{tP} = %, s>0

Conclua que L£{v/t} = \/7/s*? s> 0 [Use 0+°O e dr = /7/2]

5. Esboce o gréfico da funcao definida por h(t) = u,(t) — ua.(t), t > 0, e
calcule sua transformada de Laplace.
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6. Seja f : [0,400) — R uma fungao tal que sua transformada de Laplace
existe para s > a > 0. Dada uma constante ¢ positiva, mostre que
L{uc@)f(t =)} = e “L{f()}, s > a
7. Em cada item, encontre a transformada de Laplace da funcao dada.
B sint, 0<t<m/4
(2) f(8) = { sint + cos(t —7w/4), t>7/4
(b) f(t) = (t = 3)ua(t) — (t — 2)us(t)
8. Suponha que F(s) = L{f(t)} existe para s > 0. Mostre que
L{e"f(t)} = F(s—a),s>a
9. Em cada item, encontre a transformada de Laplace inversa da funcao
dada.
(a) F(s) = 57y (e) F(s) = 2555 (i) F(s) = o
(b) F(s) = s (f) F(s) = 2=3 () F(s) = =535
(C) F(S) = 52+§374 <g) F(S) = 522—8;9{&-2 (k) F<S) = 5274118+5
s s2—4s —e—2s
(d) F(s) = 27 (h) F(s) = %z052 () F(s) = 55—
10. Use a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial
dado.
y//_y,_Qy:O y(4)_y:O
(a) § ¥(0) =1 (e) ¢ ¥(0)=0,4(0)=1
y'(0) =0 y"(0) = 0,4"(0) =0
y//_4y/+4y:0 y(4)_4y:()
(b) ¢ »(0) =1 (f) § ¥(0)=1,4(0)=0
y'(0)=1 y"(0) = =2,y"(0) =0
y" +y =sin2t y" + w?y = cos2t, W £ 4
(c) § ¥(0) =2 (g) § w(0)=1
y'(0)=1 y'(0) =0
y' + 2y +5y=0 Yy — 2y + 2y = cost
(d) § w(0) =2 (b) § »(0)=1
y'(0)=-1 y'(0) =0
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y// _ 2y/ + 2y — e—t yl/ + 2y/ + y = 4e—t
(1) § ¥(0)=0 (1) § w(0) =2
y(0)=1 y(0)=—1

11. Use a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial

dado.

1, 0<t<m

@ v ar={ 5 (ST w0 = 1) =0
t, 0<t<1

(b) y”+y={0 ;s v0)=04(0)=0
t, 0<t<l1

() y”+4y={ L 151 1y(0) =0,4'(0) =0

12. Uma particula de massa m esta suspensa do teto por uma mola de cons-
tante elastica k. A particula é solta em repouso, com a mola relaxada.

k
Calcule a posicao da particula em fungao do tempo. (— = w?)
m

13. Suponha que f : [0,400) — R é uma fungao continua por partes
de ordem exponencial. Se F(s) = L{f(t)} para s > a, mostre que

F'(s) = L{=tf()}.

t
14. Suponha que g(t) = / f(r)dr. Se G(s) e F(s) sao as transformadas
0
de Laplace de g e f, respectivamente, mostre que G(s) = F(s)/s.

15. Suponha que f : [0,4+00) — R é uma funcao periddica de periodo 7.
Mostre que
Jy et f ()t

1 —esT

L{f(1)} =

79






Capitulo 4

Sequéncias e Séries

4.1 Sequéncias

Convengoes

e N:={1,2,3,...} é o conjunto dos nimeros inteiros positivos.

Ny := NU {0} é o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos.

Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcao f : N — R, n > a,,.

Notacao: (a,), (a1, as,...), (an)n>1

e a, indica o valor da sequéncia no natural n, e é chamado termo geral
da sequéncia.

Exercicio 4.1. Determine os 5 primeiros termos da sequéncia cujo termo
geral é
a, =2-3"
Exercicio 4.2. Determine os 4 primeiros termos da sequéncia cujo termo
geral é
n
k
Sp = —
k+1
perile

Progressao Geométrica

n
Exercicio 4.3. Considere a sequéncia de termo geral s, = E z* . onde
k=0

x#0 ex #1. Verifique que

1_In+1
o 1—2

81



ARLANE VIEIRA E PEDRO Lima
BacHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

Convergéncia

Definicao 4.4. Consideremos uma sequéncia de termo geral a,, e seja a um
numero real. Definimos

para todo € > 0, existe ng natural tal que

n—s+oo n>ny=la, —al <e

1. lim an:a@{

9 T a — 4o < { para todo € > 0, existe ng natural tal que

n—+o0 n>ng= a, >¢€
3. lim a, =—-oc0< lim (—a,)=+oc0.
n—r+00 n—+00

Exercicio 4.5. Calcule o limite (caso exista) da sequéncia de termo geral

_3n—1
Con+1

an

Exercicio 4.6. Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias reais tais que
1. lim,_, a, = 0o;

2. existe ng > 1 tal que
n>ng=— a, <b,

Mostre que
lim b, = c©
n—oo

Exercicio 4.7 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam z € R e n > 1 inteiro.
Use o Principio de Indugao Finita para provar que

(I+z)">1+nz
Convergéncia e fungoes continuas
Exercicio 4.8. Seja a um niumero real positivo. Mostre que:
(i) se 0 <a <1 entio
lim a" =0
n—-+00
(i1) se a > 1 entdo

lim a" = 400
n—4o00
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Exercicio 4.9. Calcule! o limite da sequéncia de termo geral
gntl _ gntl
R T T
Exercicio 4.10. Seja a,, o termo geral de uma sequéncia e suponha que f é
uma funcao real que satisfaz

f(n) = ay,

Se lim f(z) = L, mostre que
T—>+00

lim a, =L
n—-+0o0o

Exercicio 4.11. Calcule o limite (caso exista) da sequéncia de termo geral

3n? 1
a, = sin [ —
5n +1 n

Exercicio 4.12. Seja a,, o termo geral de uma sequéncia que converge para
a. Verifique que, se

lim f(x) =L

r—a
entao

lim f(a,) =1L

n——+o00

Exercicio 4.13. Calcule o limite (caso exista) da sequéncia de termo geral
B n+ 1 n+3
Yn = nt 9

1
Exercicio 4.14. Prove que o limite lim sin (—) nao existe.

z—0 X
Exercicio 4.15. Calcule os sequintes limites:

1. lim,, o {/a, onde a >0

3

2. lim,,
3. lim, 0 &, onde a > 0

n!

lim,, oo Vn!
lim,, o /In(n)
lim,, o {/In(n!)

1. Use a definicao para calcular os limites a seguir.

S S

1Use a propriedade: se lima, = a e limb,, = b entdo lim a,b,, = ab.
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. 2n+3 d) lim a”, a> 0. o[22 /3"
DB e g [ ()
) n+1 . n? + 2 145"

(b) Jtim — © A o=t M) Jdim o
n3 + 3 . (=)™ 2n +3
© Jim g5 O nffm[ PR BOIN U N

2 3\"
Solugao do item (g). Mostraremos que lim [ + <5> } = 0. Para

n—+oo | N

tanto, seja € > 0 arbitrario.

Para a := 3/5, inicialmente vamos provar por inducao em n que a" <
1/n para todo n > 2. De fato, paran = 1 a desigualdade é trivialmente
satisfeita. Dessa forma, vamos supor que a” < 1/n para algum n > 2
e provaremos que a1 < 1/(n + 1). Temos:

w11 | a 1 (a—1Dn+a 2n — 3
a’ " — =aa — < —— = = -
n+1 n+l1~"n n+l n(n+1) Sn(n+1)
se n > 2. Logo, a"*! < —=. Seja ng > max{2,¢/3}. Entdo
2 3\" 2 1 3 3
n>nyg=|—+ |- <—4-—==-<—<e.
n 5) non n- ng
L]

. (propriedades baésicas) Sejam (a,,) e (b,) duas sequéncias convergen-
tes e A € R. Suponha que

lim a, =a e lim b, =b.

n—oo n—oo
Mostre que:
(a) lim (a, +b,) =a+b (¢) lim (a,b,) = ab
. a, a
(b) JLIEO()\CL”) = \a (d) Tim b e b#0

. Dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais, mostre que lim a, = 0 se,
n—oo

e somente se, lim |a,| = 0.
n—oo
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Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais e suponha que a fungao f :
Dy C R — Resatisfaz f(n) = a, para todo n natural. Se lim f(z)=

T—+00
L, mostre que lim a, = L.

n—oo
Seja (a,) uma sequéncia convergente de nimeros reais positivos tal que
an+1 = 1/(1 4+ a,) para todo n. Encontre o limite dessa sequéncia.

Seja (a,) uma sequéncia em R que converge para a. Suponha que a
funcao f : Dy C R — Rsatisfaz lim f(x) = L. Sea, € Dfea, #a

T—r+00
para todo n natural, mostre que lim f(a,) = L.
n—oo

. Dado o termo geral das sequéncias abaixo discuta sua convergéencia ou

divergencia:
(a) a, =nsin(1/n) (i) ap=n—+vn?>—n
n2 —1 . 2 _
b) a, = a, =ne "
(b) an =5 ()
cos’n todr
_ k) a, =
(c) a, = o (k) a /2332_1,
n? nq
d) ap = ———= _ [ &
(d) V3 + 4n (1) an —/1 o parap real.
n+3
(¢) ay = n+1 1
n+2 (m) @y = sin —
(f) a, =n[ln(n +1) — Inn| (—1)n
(g) a, = arctann (n) ap, = (=1)" + -
4" 43
(h) U = = (0) apy=+vn+1—+/n

. Prove que a sequéncia v/2, v/2v/2, \/2V/2v/2, . .. é convergente e calcule

seu limite.

. Prove que a sequéncia v/2, v/2 + v/2, \/2 + V2 + V2, ... é convergente

e calcule seu limite.

Seja (a,) uma sequéncia numérica convergente. Dada uma subsequéncia
(an,), mostre que

lim a,, = lim a,.
j—oo n—00

Prove que lim =e.

N—00 7/

n!
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Solugao. Para cada n > 1, seja

1 n
Cp = <1+—> .
n

A sequéncia (¢,) é crescente e converge para o numero e (Guidorizzi,
vol. 1). Também ¢é possivel verificar que

1 n+1
d, = (1 + —)
n

define uma sequéncia decrescente tal que ¢, < d,, para todon > 1. Em
particular, para todo n > 1,

ey < e<d,.
E ainda, temos

(n+1)"

ol :clcg---cn<e”<d1d2---dn:—,

e portanto,

n+1 (n+1)VYn+1
<e< .

n n

n! n!

Dessa desigualdade, obtemos

ne n (n+1)e

< <
(n+1)¥Yn+1  n! n

A conclusao segue do Teorema do Confronto. O

12. Sejam (ay,) e (b,) sequéncias numéricas e suponha que exista ny natural

tal que a,, < b, para todon > ny. Mostre que, se liril a, = -+o00 entao
n—-+00

lim b, = +o0.

n—-+00
13. Calcule:
1 )
(a) lim ntan— (d) lim n+n S.1n<1/n)
noree n n—+oo 1 — n2sin(1/n)

(b) lim n[l —cos(1/n)]

n—s+o00 (e) lim [n —n*sin(1/n)]
] L n3 n——+00
T . o . sin(l/n)
<C) n—1>I-&T-loo " |:Sln < n2 > S n:| (f) n1—1>I—|I—100 n[e 1]
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14. (Produto de Wallis) Mostre que:

w/2 n—1 /2
(a) / sin”" xdx = / sin"? zdx para todo n > 2 natural.
0 nJo

w/2 /2 /2
(b) / sin?™"*2 pdx < / sin?"*t pdr < / sin?" zdz para todo
0 0 0

n natural.
/2 o2ntl
2 1 sin xdx
(c) nt < =0 7z < 1 para todo n natural.
2n 42 fo sin®" zdx
fow/z sin? ™ zdx (2n)? (2n — 2)? 22

(d) 772 sin? zda = G T D) oDy i

SR i i )
notoe (1-3)(3-5) - (2n— )(2n+1) 2
d

15. (Teorema do Confronto) Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias conver-
gentes e suponha que

lim a,=s= lim b,
n—-+o0o n—-+o0o

Dada uma sequéncia numérica (c,) para a qual existe ng natural tal
que
a, < c, <b,, para todo n > ng,

mostre que (¢,) é convergente e que

lim ¢, = s.
n——+00

16. Calcule lim %

k—o0

17. (Teorema da sequéncia monétona) Toda sequéncia monétona li-
mitada é convergente.

4.2 Séries Numéricas

e Dada uma sequéncia (a,) construimos uma nova sequéncia cujo termo
geral é

Spi=a1t+ay+ -+ a,
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e Uma série numérica é uma expressao da forma

o
a +ay+---+a,+---= lim s, = E Qn
n=

e s, ¢ chamada n-ésima soma parcial da série.

o0 7

e Dizemos que a série >~ a, é convergente se a sequéncia das somas
parciais converge, e o valor desse limite é chamado soma da série. Caso
contrério, a série é dita divergente.

Série Geométrica

n
Exercicio 4.16. Considere a sequéncia de termo geral s, = E z* onde
k=0

0 <z < 1. Verifique que (s,) converge e que

S 1
1 T 2 3 L= n o_
+o+a?+a® + > =1
n=0
Mostre, ainda, que (s,) € divergente se |z| > 1.
Exercicio 4.17. Verifique se a série 232”51_” converge ou diverge. Se
n=1

convergir, encontre sua soma.
Critério do Termo Geral

Exercicio 4.18. Seja Y, a, uma série convergente. Mostre que

lim a, =0
n—oo

Exercicio 4.19. Verifique se as séries abaizo sao convergentes:

— k
1. —
Zlnk
k=2
2. E e?[1 — cos(e™™)]

1

S
I

Critério da Comparacao
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Exercicio 4.20. Dadas duas sequéncias (a,) € (b,), suponha exista ng na-
tural tal que
0<a,<b,

para todo n > ng. Mostre que:
(i) se a série Yy " b, € convergente entao y .~ a, também converge.
(ii) se a sériey  a, € divergente entdo y b, também diverge.
Exercicio 4.21. Verifique se a série

1 1 1 1 1

12 oty syt Tt

€ convergente.

Exercicio 4.22. Verifique se a série

1+3+5+7+ +2n—1
2 22 28 H 2n

€ convergente.

Exercicio 4.23. Verifique que a série harmonica

i1—1+1+1+1+1+1+
n 2 3 4 5 6

n=1
¢ divergente.

Exercicio 4.24. Verifique se a série

2 "3 1 "5 76 z

¢ convergente.

Exercicio 4.25 (Série telescépica). Verifique se a série

bty
1-2 23 3-4 4.5 5-6 n-(n+1)

¢ convergente. Em caso afirmativo, encontre sua soma.

Propriedades algébricas
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1. (Soma de séries) Suponha que > >~ a, e >~ b, convergem. Entao
> (an +by) e 7 (a, — b,) também sdo convergentes e:

n=1 n=1
i(an—l—bn):Zan—l—an e Z(an—bn):Zan—an
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

2. (Produto por escalar) Seja A um numero real nao-nulo e suponha
que > 7 a, ¢ convergente. Entao >~ Aa, também converge e

i A, = A i an
n=1 n=1

Exercicio 4.26. Obtenha a soma da série

/3 2

n=1

1. Escreva a formula mais simples do termo geral das seguintes séries, de
acordo com os termos indicados:

()1+1+1+1+ (&) 1 + -8, 135,
N 37577 ¢ gl 1-4-7
9 3 4 35

(b)1+§+1+§+'“ T 4.7.10 "

3 4 5 6 1 1 1

S,%, 9,5 . f) 1+ =4+3+=+5+—4--
(>4+9+16+25+ (f) 5 1 5

29 4 6 8

2. (Teste da Divergéncia) Seja Zan uma série convergente. Mostre
n=1

que lim a, =0.
n—-+00

3. Determine se as séries sao convergentes ou divergentes:

- - 1 2
(a) glcosn (c) Zm (e) Zgn—l

n=1

=4 = 3 =1
0> 5 D2 i O 25

n=1 n=1 n=1
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o k) 1—14+1—1+1— =L cosnm
® >3 o © >
n=1 n=1
W) > Dp L= L
n=1 n2+2n n=1 o" P — !

S ; m) 0,9 + 0,09 >
(i) ;1—(—1) ) 070()9++... " (a) Zi

I D S

n=1 n=1

4. (Propriedades elementares) Sejam Z a, e Z b, duas séries con-

n=1 n=1
vergentes. Dado A € R, mostre que Z)xan e Z(an + b,) também
n=1 n=1

convergernn e:

Z)\an = )\Zan e Z(an—l—bn) = Zan—i—an.
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

5. (Teste da Comparagao) Dadas duas sequéncias (ay,) e (b,), suponha
que exista ng natural tal que 0 < a,, < b, para todo n > ng. Mostre
que

(a) se >~ b, é convergente entao »_ -, a, também converge.
(b) se >~ a, ¢é divergente entdo y_ ~ , b, também diverge.

6. Use o Teste da Comparacao para verificar se as séries abaixo sao con-
vergentes ou divergentes.

(b) Y 2712: 1 OB % ) > 7n21+1
0o 1 1 > nS © 1

(c) Z: (R‘FE) (8) Z:lm (k) Zsmn+5“
00 1 o n2 o 1

(@ >~ (h) Zn4+3n+1 U2
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. Tn+3 =, cosn = sin’n
(m) Zm (n) Z n (o) Z on

n=1 n=1 n=1
o0
. (Série harménica) Mostre que a série E — é divergente.
n
n=1

Solucao. Dado n natural, seja b, o tinico nimero inteiro que satisfaz
20—t < g < 2bn (4.2.1)

Em particular, segue do Critério da Comparacao que lir}rl b, = +o.
n—-+0o0o

Por outro lado, da desigualdade (4.2.1) obtemos

e portanto, podemos escrever:

S U Y I [ (L
an [ J— — — J— — — — .« o R P —
20\ 21 3 22 5 6 7 20n  2bn 1 n
Observe que a j-ésima parcela na soma acima ¢é igual a

I
2i-1 " 21 41 2 —1

Esta soma é composta por 277! parcelas e cada uma delas é maior que

1
—, € portanto,

277
1 1 : 1
, _ A > 207t —
2J—1+2J—1—l—1+ +23—1 247
ou seja,
1 . 1 P 1 - 1
P | 2 —1" 2
Além disso,
>1+ 1+1+ 1+1+1+1—|- + ! + ! +- 4t !
an —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— .« .. PR —_—
20 21 3 22 5 6 7 20n—1 " 2bn—1 4 ] 20n — 1

Nesta ultima desigualdade, o lado direito é composto por uma soma
com b, parcelas e, como vimos acima, cada parcela é maior que 1/2,

de onde segue-se que
b

an>5n

92

)



ARLANE VIEIRA E PEDRO Lima
BacHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

bn
Como lim 5 = +00, 0 Teste da Comparacao implica que
n—+o0o

lim a, = +o0
n—-+o00

]

Solucao (LEO GOLDMAKHER). Suponha que a série harmonica
converge para H. Entao

1 1 1

1 1
H = 14+-+(=+- -+ = -+ =
Tt PGPty
> 1+1+(1+1)+(1+1)+(1+1)
- 2 4 4 6 6 8 8
1 1 1 1
— 14 = — - - ..
P3G R+
1
= -+ H
2+
Essa contradicao prova que a série harmonica é divergente. O]

8. Em cada item, discuta a convergéncia da série.

“Ink - 1
(a) ZT (b) ZW—D

k=1 n=1

@3 (5:5) @ > ® 5
= e n) 2 4" (n!)2 o

(b) ; n" (¢) 2:; (2(n))' (h) Z <% - %)
= on—1 = n? )

(c) ; ) (f) 2o

10. Uma bomba de ar comum estd evacuando um recipiente de volume V.
O cilindro da bomba, com o pistao em cima, tem volume v e a massa
total de ar no recipiente no principio é M. Na n-ésima bombeada, a
massa de ar removida do recipiente é:

Mo Vv nl
V4+u\V+o
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Supondo que a bomba opere “para sempre”, qual é a massa total de ar
removida do recipiente?

Uma bola é largada de uma altura de 4 metros. Cada vez que ela atinge
o solo depois de ter caido de uma altura de h metros, é rebatida a uma
altura de 0,75h metros. Calcule a distancia vertical total que a bola
percorre para cima e para baixo.

A figura a seguir mostra os primeiros cinco quadrados de uma sequéncia.
O quadrado externo tem &rea 4 m?. Cada um dos outros quadrados é
obtido ligando-se os pontos médios dos lados dos quadrados anteriores.
Calcule a soma das areas de todos os quadrados.

A figura abaixo exibe dois circulos C' e D de raio 1 que se tocam em P.
T é uma reta tangente comum; C é o circulo que toca C, D e T; Cy é
o circulo que toca C, D e Cy; C5 é o circulo que toca C, D e Cs. Esse
procedimento pode continuar indefinitamente e produzir uma sequéncia
infinita de circulos C),. Encontre uma expressao para o diametro de C,,.
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14. Na figura existem infinitos circulos se aproximando dos vértices de

15.

16.

um triangulo equilatero. Cada circulo toca outros circulos e lados do
triangulo. Se o triangulo tiver lados de comprimento 1, calcule a area
total ocupada pelos circulos.

E dado um triangulo ABC com < A = 0 e |AC| = b. CD é dese-
nhado perpendicularmente a AB, DFE é desenhado perpendicularmente
a BC, EF 1 AB, e esse processo continua indefinidamente, como mos-
trado na figura. Calcule o comprimento total de todas as perpendicu-
lares.

O tapete de Sierpinski é construido pela remocao do subquadrado cen-
tral de um quadrado de lado 1 dividido em nove subquadrados. A
etapa seguinte consiste em remover os subquadrados centrais dos oito
quadrados menores que permaneceram, e assim sucessivamente. A fi-
gura abaixo apresenta quatro etapas da construgao. Mostre que a soma
das areas dos quadrados removidos é 1. Isso significa que o tapete de
Sierpinski possuira area 0.
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A
f
D
F
)\ [
B E C

17. Sao retirados triangulos equildteros “de cabecga pra baixo”do triangulo
equildtero original, de lado 2z, como sugerido pelos desenhos. A soma
das areas dos triangulos removidos formam uma série infinita.

(a) Encontre essa série;

(b) Encontre a soma, e assim, a drea total removida do triangulo
original.

/X AN A

18. A trajetoria de cada oscilacao de um péndulo, apds a primeira, ¢ 80% da
trajetoria da oscilagao anterior de um lado até o outro. Se a trajetéria
da primeira oscilacao mede 18 cm de comprimento e, se a resisténcia
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20.

21.

22.

23.

24.
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do ar leva o péndulo ao repouso, quanto mede o trajeto percorrido pelo
péndulo até que ele pare.

(Teste da Integral) Seja f : [1,+00) — R uma funcéo continua
positiva e ndo-crescente. Defina a,, = f(n) para todo n natural. Mostre
que:

400 +o0
(a) Se f(z)dz for convergente entao Z a, é convergente.
1 n=1
400 400
(b) Se f(x)dz for divergente entao Z a, é divergente.

1 n=1

[ee]
Use o teste da integral para mostrar que a p-série Z v diverge se

n=1

p <1 e converge se p > 1.

Use o Teste da Integral para determinar se a série é convergente ou
divergente.

=1 =< 1 X n+1
@ 2 <C>Zm CDIEs:

=1
(b) 2

@ Z = U

Encontre os valores de p para os quais a série é convergente.

O Xy @Le O Y
§ o S
g (d) n:lF ®) nzzgnlnn[ln(lnn)]P

o
Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série E pinn

n=1
converge.

(Teste da Comparacgao para Limites) Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias

s oy . . n ’ ’,
numericas posfmvas tais que hm — = C, Onde C € un numero real
n—-+o0o bn
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+oo +00
positivo. Mostre que E a, converge se, e somente se, E b,, é conver-
n=1 n=1

gente.

(Teste de D “Alembert) Seja (a,) uma sequéncia numérica, e supo-

nha que exista ng natural tal que a,, > 0 para todo n > ngy. Suponha
Ant1

que lim = c¢. Mostre que:
n—-+oo an,

+oo

(a) se ¢ < 1 entao a série E a, é convergente.
n=1
+oo

(b) se ¢ > 1 entao a série g a, é divergente.
n=1

Ap41

Demonstracao. Seja € > 0 arbitrario. Como lim = ¢, existe

n—-+oo CL"
ny = nq(€) > ng tal que

(41
—c| <€
Qn
para cada n > n;. Neste caso,
An+1
c—e< <c+e

Qp

e portanto,
(c—€)a, < any1 < (c+€)ay,

sempre que n > ni. A partir deste ponto suporemos que 0 < € < c.
Por indugao em k segue-se que

(c =) fa, < anpr < (c+ €)Fay,
para todo k natural e n > n;. Em particular,
(c =) fan, < an1x < (c+€e)Fay,
para todo k natural, e definindo-se n = n; + k obtemos £k =n —n, e

(c—e€)" ™Ma,, <a, <(c+e€)" May,

a a
Substituindo-se o := —=— e 3 := ——=— na desigualdade acima,
(c—em (c+e)m
obtemos:
alc—e)" <a, < pPlc+e)" (4.2.2)

para todo n > n;.
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Suponha que 0 < ¢ < 1 e escolha € = min{¢/2, (1 — ¢)/2}. Pela
desigualdade (4.2.2) temos

a, < Blc+e)" < Plc+(1—-0c)/2)" < p (1;—0)"’

de onde segue-se que

1 n
O<an<ﬁ( +C) :
2
para todo n > n;. Como
1+4+¢
0 <1
2 Y

o0

1+ce\" , . . .

segue-se que E 6] € uma série geométrica com razao
n=1

2
14+c¢ .
5 e portanto, convergente. Pelo Teste da Comparacao, Z an
n=1

também converge.

Suponha agora que ¢ > 1 e escolha ¢ = min{c/2, (¢ — 1)/2}. Pela
desigualdade (4.2.2) temos

an > ale—e)" 2 ale—(c=1)/2)" za(lgc)n,

de onde segue-se que
1 n
<« ( ;C) < Gy,

para todo n > n;. Como

1+c¢

> 1
2

oo n
1+¢ -
segue-se que g «Q ( 5 ¢ uma série geométrica com razao

n=1

1+c

[o.¢]
, e portanto, divergente. Pelo Teste da Comparacao, Z an
n=1
também diverge.
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L]
Seja (a,) uma sequéncia numérica, e suponha que exista ng natural tal

. An41
que a, > 0 para todo n > ng. Se lim —=
n—-+4o0o ap,

= +00, mostre que a série

—+00

Z a, € divergente.

n=1

Seja (a,) uma sequéncia numérica, e suponha que exista ng natural tal

. Ap+1
que a, # 0 para todo n > ng. Se lim = +00, mostre que a
n—-+oo an,
+oo
série E a, ¢ divergente.
n=1

Investigue a convergéncia das seguintes séries:

R 1 R | X n+5
+00 +00 2 +oo 1/n
1 n 4+ 1 e
(
ODY G2 2 o () > =
n=1 n=1 n=1
“+o00 2 +00 +o0
n . 1 1
(c) z:l 2n? 4+ 1 (i) — In?n (0) zjl ni+i/n
—+o00 “+o0 +o00
2n +1 e"n! "
d ] —
(d) Z (n+ 1)2(n+2)2(J> ; nn () ; 3n
+00 1 +o0

(k)

cos” x
Z\/ (n+1) nz:lnlnn+vln3n (@ ; 2n

<= 271 = 212 + 3n =
n=1

n=1

Sejam (a,,) e (b,) duas sequéncias numéricas positivas e suponha que

+00 a, +00

g b, é convergente. Sabendo que lim — = 0, mostre que 5 y,
1 n—-+oo bn 1

n= n=

também converge.

Investigue a convergéncia das seguintes séries:
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n3
n=1 n=1
“+o00o “+00
Inn 1
(b) Zl — 0) Y =
n—= n=1
+oo 2
l+n+n o 1
(0) Y ——— -
— 1+n2+n6 <g);n\3’/——\/ﬁ
+oo 9
n°+1
n=1

31. Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias numéricas positivas e suponha que

“+oo +00

a
E b, ¢é divergente. Sabendo que lim - = 400, mostre que E an
n=1 e bn n=1

também diverge.

32. Investigue a convergéncia das seguintes séries:

R Xinn R 1

) _2M (@) _1F ®) Zlnlnn+vln3n
Xlnn X1+nlnn I 1

) = on (e) ; nt+5 . ; vn(n+1)(n+2)

© > o MY

33. Mostre que nem o teste da razao nem o teste da raiz ajudam a investigar
+00

a convergencia de séries do tipo E —
n
n=1

34. Discuta a convergéncia das séries:

+o00 nllnn —+00 an I 2"nIn!
@2 oy Ol ©) 2 Tgn)

+00 +0oo n oo nhn
0> 5 @) 3 () En?)z
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+oo 3n +o0 1 “+o00

n!
() e n3on (j) < onn (m) 2 1on
“+o0 —+o0 [e%e]
n 1-3:5-7---(2n, = R—=n"
) Y« (k) Y e T Do
n=>0 n=1 n=1
“+o0 “+o0 —+o0
, (z —2)" on o
RSl 1 = n
() n; 10" 9 n; (n+ 1) (0) ;e

35. (Teste de Leibniz) Seja (a,) uma sequéncia numérica nao negativa.
Suponha que ngrfoo a, = 0eque a, > a,,, para todo n natural. Mostre
+o0
que a série alternada Z(—l)”“an ¢ convergente.

n=1

~ . ) : Zo: +o0 n+1
Solugao. Seja s, a n-ésima soma parcial da série Y "= (—1)""a,.
Como
Son+2 = San + (Q2n41 — A2n42)

A2p+1 = A2n42,

para todo n natural, segue-se que S9, 19 > Sa,, isto €,
Sg <854 <86 <o < Sgp S

Logo, (s2,) é uma sequéncia mondtona (ndo-decrescente) cujos termos
sao nao-negativos, ja que sy = a; — ap > 0. Além disso, lembrando que
an — apy1 > 0 para todo n natural, concluimos que

Son = a1 — (a2 — as) — (ag — as) — -+ — (agp—2 — A2p—1) — G2, < ay,
e portanto, (ss,) é limitada:
0<s9, <ag

Pelo Teorema da Sequéncia Mondtona, (so,) é convergente e assim,
podemos escrever

s:= lim sy,
n—-4o0o

Por outro lado, como s, 11 = S92, + a2,+1 para todo n natural, devemos

ter

lim s9,41 = lim s9, + lim ag, 1 =s+0=s.
n—-+00 n—-+00 n—-+00
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E mais
)
Son41 = Sap—1 — G2p + A2p41 = Sop—1

de onde concluimos que (sg,41) é uma sequéncia nao-crescente e, para
todo n natural,

Son < Son—1
Agora, definindo-se

n — 2, sen for par
n —1, sen for impar

o) = {

segue que ¢(n) é par e ¢(n) < n, para todo n > 3 natural. Em
particular, para n > 3,

S¢(n) S Sn

lim s =5
n—-+4o0o ¢(n)

Analogamente considera-se a fungao

o(n) :{ n+ 1, sen for par

n+ 2, sen for impar

de onde segue que ¥ (n) é impar e 1(n) > n, para todo n natural. Em
particular, para todo n,

Siy(n) = Sn

lim s =s
n—-+o0o z[;(n)

Em resumo, para todo n > 3 temos

S¢(n) < s, < Sep(n)-

Pelo Teorema do Confronto, (s,) é convergente e lim s, = s. O
n—+oo
o0
36. Verifique se a série Z(—l)” tan b ¢ convergente. Em caso afir-
— ny/n

mativo, decida se a convergéncia ¢ absoluta ou condicional.
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Solugao. Primeiro observe que ( ) é uma sequeéncia decrescente

1
ny/n
no intervalo [0, 1]. Como a fungao tangente é crescente neste intervalo,
devemos ter

tan (%) -t ((n + 1)1\/n—+1>

1
para todo n natural. Definindo-se a,, = tan (—) concluimos que a
ny/n

sequéncia (a,) é decrescente e, como lim a, = 0 segue do Teste de
n—+0o00
[e.9]

Leibniz que Z(—l)” tan

) é convergente.
n=1

1
ny/n
A seguir mostraremos que a série dada é absolutamente convergente.
Para tanto, considere a funcao definida por

o(r) = tanx — 2z
Como
Pr)=0&sec’r—2=0&0=mn/4

e ¢'(x) < 0 parax € [0,7/4], segue-se que ¢ é decrescente em [0, /4], e
portanto, ¢(z) < ¢(0) para todo = € [0, 7/4]. Lembrando que ¢(0) =
obtemos:

tanzx < 2z

para todo x € [0,7/4]. Por outro lado, para cada n > 2,

1

—— < |0,7/4

e/

e portanto,
0<t ! < 2
an
- nyn) — nyn
2

para n > 2. Como a série E é convergente (é uma p-série com

/i

=3/2>1 do Teste da C t
p =3/ ), segue do Teste da Comparacao que Z an <n\/_)

convergente, e portanto, —1)"tan [ —= ) é absolutamente con-
sente, e portanto, 3_(~1)"tan (1)

n=1
vergente. O
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(Sedan Filiph Gusmao Silva) Suponha que Z la,| seja divergente.

oo

n=1

Pode-se dizer que a série Z a, também diverge? Justifique.

Resposta: Nao! Considere a, =

oo

n=1

(1)

n

para cada n natural. Entao

E la,| é a série harmonica, e portanto divergente, e no entanto, a série

n=1
00

E a, converge, pelo Teste de Leibniz.

n=1

L]

o0 [o¢]
Suponha que Z la,| seja convergente. Mostre que Zan também

n—

converge.

1

n=1

(Teste de Cauchy) Seja (a,,) uma sequéncia numérica tal que lim {/|ay,|
n—o0

existe e ¢ igual a L. Mostre que:

o0

(a) se L <1 entao Z a, converge absolutamente.

n=1

(b) se L > 1 entao Z a, é divergente.

n=1

Seja (a,) uma sequéncia numérica tal que lim 1/|a,| = +o0o. Mostre
n—oQ

oo
que Z a, ¢ divergente.

n=1

Discuta a convergéncia das séries a seguir:

+o00

(a) S (~1)m!
OPh ==
(© > =

(n+3)

n(n + 2)

(d)

+o0o

sinn
>
n=1
—+o0
Z( 1)narctann
— n?+1
f( 1)n+1 lnn
n=1 n
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400 n(n n +too  a\n+len +o0 n"
G S ELm DT ) S EDTE )

2.y 2y 2.5

) f< T :ﬁ(_ff“ (w i(— e
0 f,f_ L W :ﬁ?(— P ) S
(m) 2— g g—w"i%

() Si?ﬁnzl ) g%

42. Seja (a,) uma sequéncia numerica tal que a, > 0 e a, > a,;1 para
todo n natural. Suponha ainda que lim a, = 0. Se s,, = Z(—l)k+1ak

n—00
k=1

e s = lim s,, mostre que
n—oo

|s — 85| < apgr
para todo n natural. O ntmero R,, = s — s,, é 0 resto da série.

43. Encontre a soma da série com precisao de quatro casas decimais.

Oy @ 3
m > @ >

4.3 Séries de Poténcias

e Toda série da forma

Z an(x —a)",

n=0
é chamada série de poténcias em torno de a, onde x é uma variavel e
0s a,’s sao os coeficientes da série.

e Convengao: (r —a)’ = 1.
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e Observagao: Toda série de poténcias em torno de a converge quando

T =a.
oo

Exercicio 4.27. Para quais valores de x a série E nlz™ € convergente?
n=0

x—1)"
n

o0
Exercicio 4.28. Para quais valores de x a série E ( ¢ convergente?

n=0

e Seja I C R o conjunto dos pontos, onde a série

[e.9]
Z an(xr —a)",
n=0

é convergente.

e Neste caso, a série define uma funcao f : I — R por
flz) = Z an(x —a)".
n=0

Funcao de Bessel de ordem 0

Exercicio 4.29. Encontre o dominio da fun¢ao de Bessel de ordem 0 definida
por

- —1)" 2n
Jo(x) = Z%x :

n=0

Teorema 3.1: Raio de convergéncia

o0

Dada uma série g a,(x —a)" existem apenas trés possibilidades:
n=0

1. A série converge apenas quando x = a.
2. A série converge para todo x real.

3. Existe R > 0 tal que a série converge quando |z —a| < R e diverge
quando |xr —a| > R.
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e O nimero R é chamado raio de convergéncia da série, e consideramos
R = 0, no primeiro caso, e R = 00, no segundo.

e O intervalo de convergéncia da série é o conjunto dos pontos onde a
série converge.

Exercicio 4.30. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de con-
vergéncia da série

Exercicio 4.31. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de con-
vergéncia da série
i n(z +2)"
n

4
n=0

Sobre o raio de convergéncia

Exercicio 4.32. Considere a série de poténcias Y, a,(x —a)" e suponha
que exista p > 0 inteiro tal que a, # 0 para todo n > p. Mostre que o raio
de convergéncia desta série é dado por

R= lim |-

n—oo

An1

Exercicio 4.33. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de con-

vergéncia da série

xQn

NE

n(lnn)?

i
[\o}

1. Determine o raio e o intervalo de convergéncia das seguintes séries:

o3 " X (z " <X 3"(z — 4)%n
() Y D @ Y Iy o FE A

n=1 nar n=0 n=1 n
(b) ;(n - Dz - (c) f(n!)(ﬁz)" () ion(a:— 7"
8)" n=0 n=1
N S~ (=5 N
© > ) > () > _nlx
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Y Ly y

“—~ (n+1)2" —
= (—1)ng? = (—3)"a"
0 0 X

+oo k

n=1 k=2

)
I O WV

L

2. Se k for um inteiro positivo, encontre o raio de convergéncia da série

— ()*
Z (/m)'a7 '

n=0

3. Identifique a fungao cuja representagao em séries de poténcias é

113'3 l,5 1.7 I,anl
—r— 4 T (=)
para —1 < x < 1.
+oo
, 1 .
4. Use a formula Z " = —— para |z| < 1, para escrever a expressao
— 11—z
dada como série de poténcias:
1 (d) In(1 + 2) 1
+2
2 (e) 2 . 2
) s S R TR
1 1 ) ot
fy —— 1 / dt
(C)l—i—x ()1—1—;1:2 (i) 0 1—12

5. Escreva uma série de poténcias para f’(x) e encontre seu raio de con-

vergéncia.

(@) J@) =3 (© f@

n

X

6. (a) Mostre que a funcao f(z) = E '
n!
n=0

diferencial ¢ = y.
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(d) f(=

+oo 4,

x
_Zn!

n=0

+o0o
)=
n=0

é uma solucao da equacao
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(b) Mostre que f(z) = e”.
- — (—1)"z?™ . -
Mostre que a fungao f(x) = Z ————— ¢é uma solucao da equacao
—~ (2n)!
diferencial y” + y = 0.
Use uma série de poténcias para aproximar a integral definida com
precisao de seis casas decimais.

(a) /0 Y (©) /00’41n<1+x4)dx

1+ a°

1/3 22 05 4y
b —d
(b) /0 arctan(z?) v (d) /0 1+ af

q

(a) Encontre o dominio da fungao de Bessel de ordem 0 definida por

- - 2n
Jo(x) = Z:; Wﬂ: :

(b) Calcule Ji(x).
(c) Mostre que z2J)(z) + zJ(z) + 2*Jo(x) = 0.

1
(d) Calcule / Jo(x)dx com precisao de trés casas decimais.
0

+oo (_1)nx2n+1

A funcao de Bessel de ordem 1 é definida por J; (z) = Z il £ 1)1
"Tini(n !

n=0
(a) Mostre que .J; satisfaz a equacao diferencial
2 J) (z) + 2 J)(z) + (22 = 1)Jy(x) =0
(b) Verifique que J|(z) = —Jj(z).

3 $5 $2n—1

A série x — ) + S + (—1)"+1m + -+ converge para sinx

para todo x real.

(a) Encontre os seis primeiros termos de uma série para cosz. Para
quais valores de = a série deve convergir?

(b) Calcule sin2 com precisao de até trés casas decimais.

Avalie a integral indefinida como uma série de poténcias. Qual é o raio
e o intervalo de convergéncia?
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(a) /:U = arctanxd$ (© /Mdt

3

(b) /1_tt8dt (d) /zaurctam2 xdz

13. Encontre a expansao em série de poténcias (MacLaurin) das seguintes

funcoes:
(a) f(x) = coshzx (e) f(z) =cosx
3
(b) f(z) = (1 —2)(1 + 2z) (f) flz)=e"
(¢) f(x) =sinx sin g
(d) f(z)=e" (8) flz)=—

x
14. (a) Calcule / como uma série de poténcias.
14 x°

com precisao de 10719,

0,5
b) U t i
(b) Use a parte (a) para aproximar /0 s

15. Use séries para aproximar a integral definida com a precisao indicada.
1
(a) / x cos(z®)dx (trés casas decimais)
0

0,2
(b) / [arctan(z®) + sin(2?)]dx (cinco casas decimais)
0

0,1 dz

o V143

0,5 )
(d) / r*e™ dz (|erro| < 0,0001)
0

(|erro| < 107%)

()

16. Use séries para avaliar o limite.

. x —arctanx . 1—cosx siny —x + 23/6
a) lim ——— b) lim ——— i
<)z—>0 x3 ()xlg%)1+x—e” (c) ilg(l) x°

17. (Férmula de Euler) Seja z = = + if onde i = /—1. Mostre, usando
série de Maclaurin, que

e® = ¢e"(cosf +isind).
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2 x
18. Em estatistica a fun¢ao E(z) = — / e¥ dt recebe 0 nome de Funcao
0

Xz

Erro. Encontre a série de MacLaurin da funcao F(z).

19. Use a série de poténcias para arctan x para provar a seguinte expressao
para ™ como a soma de uma série infinita

1/2
20. (a) Completando o quadrado, mostre que /
0

21

22.

23.

24.

25.

(b)

N e Ol
T = 2\/32 m

dx 7
2—x+1 33
Ao fatorar 1+2° como uma soma de cubos, reescreva a integral do

item (a). Depois expresse 1/(z%+ 1) como uma série de poténcias
e use-a para provar a seguinte férmula para 7:

w2 1

™

1 Z\Gnr1 B2

. Use a série binomial para expandir a fun¢ao como uma série de poténcias.
Estabelega o intervalo de convergéncia.

1 (© VT (©) YT 7
(1+2) (f) VT—8z

1 1 T

= e

Use a série binomial para expandir 1/v/1 — x2.

Use a parte (a) para encontrar a série de Maclaurin para arcsin .

8

Use a série binomial para expandir 1/v/1 + x2.

Use a parte (a) para encontrar a série de Maclaurin para sinh x.

Expanda v/1 + x em série de poténcias.

Use a parte (a) para estimar /1,01 com precisdo de quatro casas
decimais.

Expanda f(z) = (z + 2%)/(1 — z)? como uma série de poténcias.
© 2
Use a parte (a) para encontrar a soma da série Z

n=1

n
on
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ad — 1) (v — 1
26. (a) Dado a real ndo-nulo, considere a fungao g(x) = 1+Z ala—1) |(oz nr ):1:”.
n!

n=1

(b) Mostre que ¢'(z) = ag(z)/(1 + z) para |z| < 1.

) =
(¢) Seja h(x) = g(x)/(1 4+ )* e mostre que h'(z) = 0.
(d) Conclua que g(z) = h(z).

27. Na teoria da relatividade de Einstein a massa de um objeto se movendo

a uma velocidade v é
mo

V1—0v2/c?

onde my é a massa do objeto em repouso e ¢ é a velocidade da luz. A
energia cinética do objeto é a diferenca entre sua energia total e sua
energia em repouso:

K = mc* — moc?

(a) Mostre que, quando v for muito pequeno comparado a ¢, essa
expressao para K coincide com a fisica classica de Newton K =

—mOUQ.

2

(b) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a diferenga entre essas
expressoes para K quando |v| < 100 m/s.

28. (a) Aproxime a funcao f(x) = /x por um polinomio de Taylor de
grau 2 em a = 8.

(b) Qual é a precisao dessa aproximagcao quando 7 < x < 9.

29. (a) Qual é o méximo erro possivel usando a aproximagao sinz =

3 b
r — — + — quando —0,3 <z <0, 3.
3! 5l
(b) Use o item (a) para encontrar sin 12° com precisao de seis casas
decimais.

(c) Para quais valores de z essa aproximacao tem precisao de 0, 000057
30. Dado o cubo a seguir, de aresta a, encontre o angulo ¢ formado entre

a diagonal da face e a diagonal principal do cubo com uma precisao de

0, 00005.
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31. Um carro estd se movendo com velocidade de 20 m/s e aceleracao de 2
m/s®> em um dado instante. Usando um polinémio de Taylor de grau
2, estime a distancia que o carro percorre no proximo segundo. Seria
razoavel utilizar esse polindmio para estimar a distancia percorrida
durante o proximo minuto?

32. Use séries para calcular os limites:

1 1 . sinz —tanx
; _ = lim ——~ %
() }g% (sinaﬁ :c) (©) o0 x3
. In(1+2?%) e’ — (1+x)
1 .
(b) 250 1 — cosa (d) ilg(l) 22

4.4 Equacoes diferenciais e séries de poténcias

Exercicio 4.34. Seja f: R\{1} — R definida por

1
€Tr) =
f@) =
Mostre que,
fla)y=> a",
n=>0
para |z| < 1.
. 1 .
Exercicio 4.35. Expresse x +— T2 como uma Ssérie de poténcias e en-
x

contre o intervalo de convergéncia.

Exercicio 4.36. Encontre uma representacao em série de poténcias para
1

2+ 3x

T

, e encontre o intervalo de convergéncia.
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Exercicio 4.37. Encontre uma representacao em série de poténcias para
2
x

H
S S

, e encontre o intervalo de convergéencia.

Teorema 4.1: Derivagao e Integragao de séries de poténcias

[e.e]

Suponha que a série Z a,(x — a)" tenha raio de convergéncia R > 0 e
n=0
intervalo de convergéncia I O (a — R,a+ R). Se f : I — R é definida

por
o0

@)=Y an(x —ay,

n=0

entao f é diferenciavel em (a — R,a+ R) e

(i) f'(2) =) nap(z —a)"

n+1

(i) /f(a:)d:c 0+ I —ay,

Exercicio 4.38. A funcao de Bessel de ordem 0 € definida por

- —1)" 2n
Jo(x) = Z%x :

1

torno de a = 0. Qual € o raio de convergéncia?

Exercicio 4.39. Fxpresse x +—

5 como uma série de poténcias em

Exercicio 4.40. Ezpresse x — In(1 — z) como uma série de poténcias em
torno de a = 0. Qual € o raio de convergéncia? Conclua que

mo— 4t ot
He=5 T8y non
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Exercicio 4.41. Encontre uma expressao em série de poténcias para
f(z) = arctan z

em torno de a = 0. Qual € o raio de convergéncia? Conclua que

(=D"

i1

=1 1+1 1+ +
4 3 5 7

Exercicio 4.42. Ache uma formula para calcular )" nx™, para |z| < 1.
Use esse resultado para determinar a soma

Exercicio 4.43. Calcule / como uma série de poténcias e, determine

1+ a5

0,5

2o d

/ T com precisio de 107°.
o l1+ad

Exercicio 4.44. Suponha que a série de poténcias f(x) ==Y " a,(x —a)"
tenha raio de convergéncia R, onde R > 0 ou R = oo. Mostre que

para todo n > 1. Conclua que

(n)
f !(0) (

A4\
- r—a)

fz) = F0)+ )

Exercicio 4.45. Determine uma solugao da equagao diferencial
y'+ry=0
que satisfaga as condigoes iniciais y(0) =1 e y'(0) = 1.

1. Usando séries de poténcias, encontre a solu¢do da equagao y” + 2y’ /x +
y = 0, com as condigbes iniciais y(0) =1 e y'(0) = 0.
Solugao. Suponha que a solucao seja da forma

[ee]

Yy = E ap,x”

n=0
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com raio de convergencia R > 0 ou R = co. Entao

o0 o0
y = E na,x™ " E n(n — 1a,z" >
n=1 n=2

Também podemos escrever

v =a; + Z(n + Dapz" = Z(n + Day 12",
n=1 n=1

ja que a; =4'(0) =0, e
Zn n+ a, 12"
n=1

Substituindo na equacao y” + 2y'/z + y = 0, obtemos

Z n+Dapo" 4+ = ZTH— Api1 " —|—Zan =0,
n=1 n=0

ou melhor,
Z(n + 1)(n + 2)ap 22" + Z 2(n + 2)ap o™ + Z a,x" = 0.
n=0 n=0 n=0

Portanto, para todo n > 0,
(n+1)(n+2)ans2 + 2(n + 2)ayi2 + an = 0.

Logo, para cada n > 0,

Qn

(n+2)(n+3)

Apyo2 = —

Fazendo-se n = 1 na identidade acima, e lembrando que a; = 0, obte-
mos az = 0. Por indugao em n, concluimos que as,_1 = 0 para todo n
natural.

Por outro lado, também segue da identidade acima que

S
=53 T oy
ja que ap = y(0) = 1. E ainda,
I B G
U= 5T 1523
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Por inducao em n, obtemos

Qop =

Com isso,

y = Z a, " = Z Qo™ = Z (2(n—|—>1)!;[2n
n=0

n=0 n=0

Essa série de poténcias tem raio de convergéncia R = oo, pelo Teste de
D’Alembert. Note ainda que, para x # 0,

oo n .
1 Z (—1) g+l _ ST

- (2n 4+ 1)I" x

xT
n=0

Portanto, a solucao procurada é

sinx

se x # 0
y(x) =

1, sex =0
[]
2. Usando séries de poténcias, encontre as solucoes das seguintes equagoes

com as condigoes iniciais indicadas. Investigue a convergéncia das
solugoes encontradas.

(a) ¥y —ay =0, y0) = ae (g 2y +y =0, y0) = 0 e

y'(0) =0b. y'(0) = 1.
(b) ¢ =z +y, y(0) = 1. L 1
(c) ¥ =y+a? y(0) = -2 () z?j’((;)rzyo , y(0)
(@) ¥ =2y +a—1,y(1) = o o
(e) ¥ =y* + 2% y(0) = 1/2. (@) pid +axcost = 0, z(0) = a,
(f) (1—2)y = 1+z—y, y(0) = 0. =0
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